
• ?/? :
<Ir ny¡tott gr fok, rajzolhat¢s g, kromatikus sz m
>Ir ny¡tott gr fok

• 8/17 :
<gondosan  tn�zte �s rendk¡v�l sok �szrev�tellel, javaslattal, kieg�sz¡t�ssel seg¡tett.
>gondosan  tn�zte �s rendk¡v�l sok �szrev�tellel, javaslattal, kieg�sz¡t�ssel seg¡tett. Sokhib t a hallgat¢k tal ltak meg: k�sz�net �rte mindenkinek. K�l�n ki kell emelnem JaksovAnton seg¡ts�g�t, aki sz mos olyan hib t tal lt, amit val¢sz¡n�leg soha nem vettem volna�szre.

• 10/17 :
<�rt�ke igaz vagy hamis.) P�ld ul a s¡kgeometri ban predik tumok: E(x) (�x egyenes"),
>a kijelent�sek, ezek �rt�ke igaz vagy hamis.) P�ld ul a s¡kgeometri ban predik tumok:

E(x) (�x egyenes"),
• 10/−2 :

<a kvantor hat sk�r�ben van. Ha egy formul ban egy v ltoz¢ egy adott el�fordul sa
>a kvantor hat sk�r�ben van. Ha egy formul ban egy v ltoz¢ egy adott el�fordul sa

• 11/11 :
<v ltoz¢k, ¡gy jel�lhetj�k az egyiket A(x, y)-nal, a m sikat pedig B(x, y)-nal. �szrevehet
>v ltoz¢k, ¡gy jel�lhetj�k az egyik formul t A(x, y)-nal, a m sikat pedig B(x, y)-nal. �sz-revehet

• 13/−1 :
<predik tumnak, �s az axi¢m k k�z�tt felsoroljuk a tulajdons gait.
>predik tumnak, �s az axi¢m k k�z�tt felsoroljuk a tulajdons gait. (P�ld ul x = y ⇐⇒

y = x stb.)
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• 14/−5 :

<egyszer�ek, j¢l �rthet�ek legyenek. C�lszer�, ha min�l kevesebb axi¢ma van. M sr�szt,
>egyszer�ek, j¢l �rthet�ek legyenek. C�lszer�, ha min�l kevesebb axi¢ma van, de

• 21/4 :
<Ha A �s B halmazok, akkor nyilv n A ∩B := ∩{A, B}.
>Ha A �s B halmazok, akkor nyilv n A ∩B = ∩{A, B}.

• 26/17 :
<rel i¢. (Vannak, akik egy rel i¢ gra�konj r¢l vagy gr f j r¢l besz�lnek, amikor p rok
>rel i¢ vagy x az R rel i¢ban van y-nal. (Vannak, akik egy rel i¢ gra�konj r¢l vagygr f j r¢l besz�lnek, amikor p rok

• 29/−2 :
<helyett R(a)-t ¡runk. Ez k�nyelmes, de n�ha f�lre�rt�sekre vezethet, ha p�ld ul a �s {a}
>helyett R(a)-t is ¡rhatunk. Ez k�nyelmes, de n�ha f�lre�rt�sekre vezethet, ha p�ld ul a�s {a}

• 32/7 :
<(5) reex¡v , ha minden x ∈ X eset�n (x, x) ∈ R;(6) irreex¡v , ha minden x ∈ X eset�n (x, x) /∈ R;
>(5) irreex¡v , ha minden x ∈ X eset�n (x, x) /∈ R;(6) reex¡v , ha minden x ∈ X eset�n (x, x) ∈ R;

• 32/13 :
<Vegy�k �szre, hogy az els� n�gy tulajdons g sak R-t�l, m¡g az utols¢ n�gy R-t�l �s
>Vegy�k �szre, hogy az els� �t (si!) tulajdons g sak R-t�l, m¡g az utols¢ h rom

R-t�l �s
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• 33/−4 :

<Megford¡tva, legyenO az X egy oszt lyoz sa, �s legyenR∪{Y ×Y : Y ∈ O}. Nyilv n(x, y) ∈ R pontosan akkor teljes�l, ha x �s y az O ugyanazon halmaz nak elemei. Ez
>Megford¡tva, legyen O az X egy oszt lyoz sa, �s legyen R = ∪{Y × Y : Y ∈ O}.Nyilv n (x, y) ∈ R pontosan akkor teljes�l, ha x �s y az O ugyanazon halmaz nak elemei.Ez

• 45/−6 :
<

×iXi = {∅}. Ha minden i ∈ I-re Xi = X , akkor XI -t ¡runk ×i∈IXi helyett. �gy
>

×iXi = {∅}. Ha minden i ∈ I-re Xi = X , akkor XI -t is ¡rhatunk ×i∈IXi helyett. �gy
• 35/−12 :

<

x-et. Egy x elemhez tartoz¢ kezd�szeletnek a {y ∈ X : y < x} r�szhalmazt nevezz�k. A
>

x-et. Egy x elemhez tartoz¢ kezd�szeletnek az {y ∈ X : y < x} r�szhalmazt nevezz�k.A
• 40/−14 :

<ra k�pez le, azaz f(X) = Y , akkor szok s sz�rjekt¡vnek vagy szuperjekt¡vnek is nevezni,
>ra k�pez le, azaz f(X) = {fx : x ∈ X} = Y , akkor szok s sz�rjekt¡vnek vagy szuperjek-t¡vnek is nevezni,

• 46/−6 :
<

A ∗ b-t ¡runk. A legszok sosabb m�veleti jelek + �s ·, az ut¢bbit gyakran ki sem
>

A ∗ b-t is ¡rhatunk. A legszok sosabb m�veleti jelek + �s ·, az ut¢bbit gyakran ki sem
• 50/−13 :

<hogy 0 egy null�r m�velet N-en. (2) azt fejezi ki, hogy + egy un�r m�velet N-en. (3)
>hogy kijel�l�nk egy spei lis 0 elemet, azaz 0 egy null�r m�velet N-nen. (2) azt fejezi ki,hogy + egy un�r m�velet N-en. (3)
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• 50/−7 :

<azt jelenti, hogy N minden eleme 0-b¢l r k�vetkez�ssel el�rhet�.
>azt jelenti, hogy N minden eleme 0-b¢l r k�vetkez�ssel el�rhet�, m s term�szetes sz mnins.

• 51/4 :
<halmazra 0 ∈ S, �s ha n ∈ S, akkor n+ = (m+)+ ∈ S, ¡gy (5) szerint S = N.
>halmazra 0 ∈ S, �s ha n ∈ S, akkor n+ = (m+)+ ∈ S, ¡gy (5) szerint S = N, azaz a +un�r m�velet �rt�kk�szlete N \ {0}. Ezt a halmazt N+-szal fogjuk jel�lni, a + bijeki¢inverz�t pedig −-szal, ez a megel�z�s.

• 51/−8 :
<jelentettek. Sz m ra 0 ∈ N a �zero es numer� mondat r�vid¡t�se, ahol az �∈" az olasz
>jelentettek. Sz m ra 0 ∈ N a �zero es numero" mondat r�vid¡t�se, ahol az �∈" az olasz

• 52/6 :
<

N+ = N \ {0} halmazon �rtelmezett f�ggv�nyeket is szok s v�gtelen sorozatnak nevezni.)
>

N+ halmazon �rtelmezett f�ggv�nyeket is szok s v�gtelen sorozatnak nevezni.)
• 53/11 :

<
ϕ k�ls�n�sen egy�rtelm�, �s a bizony¡t s k�sz. �

>
ϕ k�ls�n�sen egy�rtelm�. �

• 55/11 :
<s¡k rajta van egyetlen egyenesen. Megmutatjuk, hogy ak rhogy vesz�nk v�ges sok pontot,
>s¡k rajta van egyetlen egyenesen. El�g megmutatni, hogy ak rhogy vesz�nk n pontot,

• 62/−8 :
<Egy G monoid azon elemeinek halmaz t, amelyeknek van inverze, G∗-gal jel�lj�k(f�ggetlen�l att¢l, hogy mivel jel�lj�k a m�veletet). B rmely G monoidra (G∗, ∗) soport.
>



5Egy G monoid azon elemeinek halmaz t, amelyeknek van inverze, G×-ral szok sjel�lni (f�ggetlen�l att¢l, hogy mivel jel�lj�k a m�veletet). B rmely G monoidra (G×, ∗)soport.
• 63/1 :

<(addit¡v jel�l�s), a semleges elemet nullelemnek nevezz�k, �s n-el vagy 0-val (ha nagyon
>(addit¡v jel�l�s), a semleges elemet nullelemnek nevezz�k, �s n-nel vagy 0-val (ha nagyon

• 63/11 :
<mindkett�t �rthetj�k h/g alatt.
>mindkett�t �rthetj�k h/g alatt.Az egym�veletes algebrai strukt£r k kapsolat t a 8.1.  bra foglalja �ssze.

• 63/19 :
<soport, amelyben az egys�gelem az �res halmaz, az inverz pedig a komplementer, m¡g
>soport, amelyben az egys�gelem az �res halmaz, az inverz pedig az elem maga, m¡g

• 63/−5 :
<

◦ 2.2.12. P�ld k. (Z,+), (Q,+), (R,+), (Z \ {0}, ·), (Q \ {0}, ·) �s (R \ {0}, ·) Abel-.
>

◦ 2.2.12. P�ld k. (Z,+), (Q,+), (R,+), (Z×, ·), (Q×, ·) �s (R×, ·) Abel-.
• 66/16 :

<

n ∈ N, akkor a [0, n℄ ⊂ N vagy [1, n℄ ⊂ N+ halmazon �rtelmezett f�ggv�nyeket v�gessorozatnak nevezz�k. Az x v�ges sorozatot £gy is jel�lj�k, hogy x0, x1, . . . , xn (vagy xi,
i = 0, 1, 2, . . . , n), illetve x1, x2, . . . , xn (vagy xi, i = 1, 2, . . . , n). Az x1, x2, . . . , xn v�gessorozatot rendezett n-esnek is nevez�k; ekkor rendszerint (x1, x2, . . . , xn)-nel jel-

>

n ∈ N, akkor a [0, n[ ⊂ N vagy [1, n℄ ⊂ N+ halmazon �rtelmezett f�ggv�nyeket v�gessorozatnak nevezz�k. Az x v�ges sorozatot £gy is jel�lj�k, hogy x0, x1, . . . , xn− (vagy xi,
i = 0, 1, 2, . . . , n−), illetve x1, x2, . . . , xn (vagy xi, i = 1, 2, . . . , n). Az x0, , x1, . . . , xn−illetve x1, x2, . . . , xn v�ges sorozatot rendezett n-esnek is nevez�k; ekkor rendszerint(x0, x1, . . . , xn−)-szal illetve (x1, x2, . . . , xn)-nel jel-
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• 68/1 :

<2.3.13. Ǒltal nos rekurzi¢t�tel. Legyen adott egy X halmaz �s egy X-be k�pez�
f f�ggv�ny, amelynek �rtelmez�si tartom nya az N valamely kezd�szelet�b�l X-be k�pez�f�ggv�nyek halmaza. (Az f adja a rekurzi¢t.) Ekkor egy�rtelm�en l�tezik egy g : N→ Xf�ggv�ny, amely �f -z rt", azaz g(a) = f

(

g|℄←,a[) minden a ∈ N-re. (Ittt ℄←, a[ az a-hoztartoz¢ kezd�szelet, l sd 1.3.50.)A t�tel szeml�letesen fogalmazva azt mondja, hogy ha adott egy f�ggv�ny�nk, amelyegy egydimenzi¢s t�mb eset�n kisz m¡tja a t�mb m r felt�lt�tt kezdet�b�l, hogy a k�vet-kez� helyre mit kell tenn�nk, akkor ennek seg¡ts�g�vel a t�mb�t ak rmeddig felt�lthetj�k.A t�tel �s a bizony¡t s �rv�nyes marad akkor is, ha N helyett tetsz�leges N j¢lrende-zett halmaz szerepel. Ezt az  ltal nosabb v ltozatot szok s transz�nit rekurzi¢t�telneknevezni.* Bizony¡t s. Az egy�rtelm�s�g bizony¡t sa N j¢lrendezetts�g�n m£lik. (Az ilyenbizony¡t sokat transz�nit induki¢val t�rt�n� bizony¡t snak nevezz�k.) Tegy�k fel, hogy
g �s g∗ is eleget tesz a t�tel felt�teleinek. Legyen S = {

x ∈ N : g(x) 6= g∗(x)}. Ha Snem �res, akkor l�tezik legkisebb eleme, legyen ez a. Mivel g|℄←,a[ = g∗|℄←,a[, azt kapjuk,hogy
g(a) = f

(

g|℄←,a[) = f
(

g∗|℄←,a[) = g∗(a),ami ellentmond annak, hogy a ∈ S.A g l�tez�s�nek bizony¡t sa hasonl¡t a rekurzi¢t�tel megfelel� r�sz�nek bizony¡t s ra.Nevezz�k N×X egy A r�szhalmaz t f -z rtnak, ha minden a ∈ N-re �s minden
h : ℄←, a[→ Xf�ggv�nyre, amelyre h ⊂ A, az is teljes�l, hogy (

a, f(h)) ∈ A. Maga N × X egy f -z rt halmaz, ilyen halmaz teh t l�tezik. Legyen g az �sszes f -z rt halmaz metszete.Mivel nyilv n g is f -z rt, sak azt kell megmutatnunk, hogy g az eg�sz N-en �rtelmezettf�ggv�ny. M s sz¢val, azt fogjuk bizony¡tani, hogy ha c ∈ N, akkor van olyan x ∈ X , hogy(c, x) ∈ g, tov bb  ha (c, y) ∈ g, akkor x = y. A bizony¡t s megint indirekt, transz�nitinduki¢val t�rt�nik. Legyen S azon N-beli c elemek halmaza, amelyekre ez nem igaz.Legyen a az S legkisebb eleme. Ekkor g|℄←,a[ egy ℄←, a[-n �rtelmezett f�ggv�ny, �s mivel a
g halmaz f -z rt, ha x = f

(

g|℄←,a[), akkor (a, x) ∈ g. Mivel a ∈ S, ez sak £gy lehet, hogyvan olyan y ∈ X , hogy (a, y) ∈ g �s y 6= x. Megmutatjuk, hogy g \
{(a, y)} is f -z rt. Ezazt jelenti, hogy b ∈ N �s h : ℄←, b[→ X , h ⊂ g \

{(a, y)} eset�n (

b, f(h)) ∈ g \
{(a, y)}.Ez nyilv nval¢ akkor is, ha b = a, �s akkor is, ha b 6= a. Viszont ez ellentmond annak,hogy g a legsz�kebb f -z rt halmaz. �2.3.14. P�lda: Fibonai-sz mok. P�ldak�nt megmutatjuk, hogyan de�ni lha-t¢k a Fibonai-sz mok az el�z� t�tel seg¡ts�g�vel pontosan. Legyen X = N, �s legyenaz n 7→ n− lek�pez�se N+-nak N-re az n 7→ n+ lek�pez�s inverze. El�sz�r az f(∅) = 0,

f
(

{(0, k)}) = 1 b rmely k ∈ N-re de�n¡i¢kkal el�¡rjuk, hogy az el�z� t�tel szerint ad¢d¢
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g-re g(0) = 0 �s g(1) = 1 legyen. Most ha n > 1, h : ℄←, n[ → N egy f�ggv�ny, akkorlegyen f(h) = h(n−) + h(n−−). (Megjegyezz�k, hogy n = min(

N \ dmn(h)).)
>2.3.13. Ǒltal nos rekurzi¢t�tel. Legyen adott egy X halmaz �s egy X-be k�-pez� f f�ggv�ny, amelynek �rtelmez�si tartom nya az X-beli (null t¢l indexelt) v�gessorozatok halmaza. (Az f adja a rekurzi¢t.) Ekkor egy�rtelm�en l�tezik egy g : N → Xf�ggv�ny, amely �f -z rt", azaz g(n) = gn = f(g0, g1, . . . , gn−) minden n ∈ N-re.A t�tel szeml�letesen fogalmazva azt mondja, hogy ha adott egy f�ggv�ny�nk, amelyegy egydimenzi¢s t�mb eset�n kisz m¡tja a t�mb m r felt�lt�tt kezdet�b�l, hogy a k�vet-kez� helyre mit kell tenn�nk, akkor ennek seg¡ts�g�vel a t�mb�t ak rmeddig felt�lthetj�k.A t�tel �s a bizony¡t s �rv�nyes marad akkor is, ha N helyett tetsz�leges N j¢lrende-zett halmaz szerepel. Ezt az  ltal nosabb v ltozatot szok s transz�nit rekurzi¢t�telneknevezni. Ekkor f �rtelmez�si tartom nya az �sszes, N valamely kezd�szelet�b�l X-bek�pez� f�ggv�ny halmaza, �s azt  ll¡tjuk, hogy egy�rtelm�en l�tezik egy g : N→ X f�gg-v�ny, amely �f -z rt", azaz g(n) = f

(

g|℄←,n[) minden n ∈ N -re. (Itt ℄←, n[ az n ∈ N -heztartoz¢ kezd�szelet, l sd 1.3.50.)* Bizony¡t s. Az egy�rtelm�s�g bizony¡t sa N j¢lrendezetts�g�n m£lik. (Az ilyenbizony¡t sokat transz�nit induki¢val t�rt�n� bizony¡t snak nevezz�k.) Tegy�k fel, hogy
g �s g∗ is eleget tesz a t�tel felt�teleinek. Legyen S = {

k ∈ N : g(k) 6= g∗(k)}. Ha S nem�res, akkor l�tezik legkisebb eleme, legyen ez n. Mivel g �s g∗ megegyeznek az ℄←, n[intervallumon, azt kapjuk, hogy
g(n) = f

(

g|℄←,n[) = f
(

g∗|℄←,n[) = g∗(n),ami ellentmond annak, hogy n ∈ S.A g l�tez�s�nek bizony¡t sa hasonl¡t a rekurzi¢t�tel megfelel� r�sz�nek bizony¡t s ra.Nevezz�k N×X egy A r�szhalmaz t f -z rtnak, ha minden n ∈ N-re �s minden
h : ℄←, n[→ Xf�ggv�nyre, amelyre h ⊂ A, az is teljes�l, hogy (

n, f(h)) ∈ A. Maga N × X egy f -z rt halmaz, ilyen halmaz teh t l�tezik. Legyen g az �sszes f -z rt halmaz metszete.Mivel nyilv n g is f -z rt, sak azt kell megmutatnunk, hogy g az eg�sz N-en �rtelmezettf�ggv�ny. M s sz¢val, azt fogjuk bizony¡tani, hogy ha k ∈ N, akkor van olyan x ∈ X ,hogy (k, x) ∈ g, tov bb  ha (k, y) ∈ g, akkor x = y. A bizony¡t s megint indirekt,transz�nit induki¢val t�rt�nik. Legyen S azon N-beli k elemek halmaza, amelyekreez nem igaz. Legyen n az S legkisebb eleme. Ekkor g|℄←,n[ egy ℄←, n[-en �rtelmezettf�ggv�ny, �s mivel a g halmaz f -z rt, ha x = f
(

g|℄←,n[), akkor (n, x) ∈ g. Mivel n ∈ S,ez sak £gy lehet, hogy van olyan y ∈ X , hogy (n, y) ∈ g �s y 6= x. Megmutatjuk, hogy
g \

{(n, y)} is f -z rt. Ez azt jelenti, hogy m ∈ N �s h : ℄←, m[ → X , h ⊂ g \
{(n, y)}eset�n (

m, f(h)) ∈ g\
{(n, y)}. Ez nyilv nval¢ akkor is, ha m = n, �s akkor is, ha m 6= n.Viszont ez ellentmond annak, hogy g a legsz�kebb f -z rt halmaz. �



8 2.3.14. P�lda: Fibonai-sz mok. P�ldak�nt megmutatjuk, hogyan de�ni lha-t¢k a Fibonai-sz mok az el�z� t�tel seg¡ts�g�vel pontosan. Legyen X = N. El�sz�r az
f(∅) = 0, f

(

{(0, k)}) = 1 b rmely k ∈ N-re de�n¡i¢kkal el�¡rjuk, hogy az el�z� t�telszerint ad¢d¢ g-re g(0) = 0 �s g(1) = 1 legyen. Most ha n > 1, (h0, h1, . . . , hn−) egy v�gessorozat, akkor legyen f(h) = hn− + hn−− . (Megjegyezz�k, hogy n = min(

N \ dmn(h)).)
• 72/−3 :

<lez r. (Az alaplemez kivezet�s�t, a B b zis (base) elektr¢d t mindig az S elektr¢d hoz
>lez r. (Az alaplemez kivezet�s�t, a B b zis (base) elektr¢d t  ltal ban az S elektr¢d hoz

• 73/4 :
<z�k. K�sz¡thet� olyan v ltozat is, amelyben a gy rt s sor n a szigetel� r�teg alatt eleve
>z�k (a b zis a kapsol sban a forr shoz van k�tve). K�sz¡thet� olyan v ltozat is, amely-ben a gy rt s sor n a szigetel� r�teg alatt eleve

• 73/−4 A 2.2.  bra HELYETT: :
<
>

n csatornás p csatornás n csatornás p csatornás n csatornás p csatornás

Növekményes (önzáró) Kiüŕıtéses (önvezető) Egyszerűśıtett jelölés

2.2.  bra: MOSFET t¡pusok rajzjele
• 74/10 :

<Hasonl¢an m�k�dik a k�z�pen l that¢ sem-sem kapu (not or, NOR): ha valame-
>Hasonl¢an m�k�dik a mellette l that¢ sem-sem kapu (not or, NOR): ha valame-

• 74/13 :
<fesz�lts�g�. A jobb oldalon  ll¢ �sszef�rhetetlen vagy (not and, NAND) kapun l, ha
>fesz�lts�g�. A k�vetkez� �sszef�rhetetlen vagy (not and, NAND) kapun l, ha
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NOT kapu NOR kapu NAND kapu átvivő kapu2.3.  bra: Statikus CMOS kapu ramk�r�k
• 74/−12 :

<ben pedig magas fesz�lts�gre. Mindk�t kapufajta h rom bemenettel is k�sz�lhet (t�bbbemenet n�veli a sz�ks�ges t pfesz�lts�get).
>ben pedig magas fesz�lts�gre. Mindk�t kapufajta h rom, n�gy, s�t t�bb bemenettel isk�sz�lhet. T�bb bemenet n�veli a sz�ks�ges t pfesz�lts�get �s a kapsol si id�t, �s rontjaa kimeneti tulajdons gokat, ez�rt n�gyn�l t�bb bemenetet nemigen haszn lnak. A kapukut n egy nem kaput rakva, vagy (OR) illetve �s (AND) kapuhoz jutunk. A nem kapuegy£ttal er�s¡t�k�nt m�k�dve jav¡tja a kimeneti tulajdons gokat is.

• 74/−6 :
<Nagy sebess�g�  ramk�r�kn�l bonyolultabb kapsol sokat haszn lnak.
>Nagy sebess�g�  ramk�r�kn�l bonyolultabb kapsol sokat haszn lnak.V�g�l a 2.3.  bra jobb sz�l�n l that¢  tviv� kapu (transfer gate) az S bemenet magasszintje eset�n �sszek�ti az X bemenetet az Y kimenettel, mert mindk�t MOSFET vezet,alasony szintje eset�n pedig elv lasztja X-et Y -t¢l. Mint l tjuk, az  tviv� kapu m�k�d�-s�hez S neg ltj ra is sz�ks�g van, ezt a bemenetet azonban az egyszer�s�g kedv��rt sema rajzjel�ben, sem a kapsol si rajzokon nem  br zoljuk, mindig sak az S bemenetet,amelynek magas szintj�re az  tviv� kapu vezet.A 2.4.  bra megadja a leggyakoribb kapuk szok sos rajzjeleit. A kimenet invert l s t

• vagy ◦ jelzi. Ugyanezt a jelz�st haszn lj k a bemenetekn�l is, ¡gy sok m s kaput isjel�lhet�nk az invert l s �s az (esetleg kett�n�l t�bb bemenet�) alapkapuk seg¡ts�g�vel.
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multiplexer demultiplexer DQ tároló2.5.  bra:  tviv� kapus kapsol sokA 2.5.  bra n�h ny,  tviv� kapuval megoldott kapsol st mutat be. A bal oldalonl that¢ multiplexer vagy az A vagy a B bemen� jelet kapsolja az X kimenetre, att¢lf�gg�en, hogy az S bemenet magas vagy alasony szint�. Ugyanezt a kapsol st ford¡tvais haszn lhatjuk, X-et tekintve bemenetnek, b r ilyenkor jobb az  tviv� kapukat megfor-d¡tani: ¡gy kapjuk a k�z�pen l that¢ demultiplexert. Ha sak az egyik, mondjuk a B-hezkapsol¢d¢  tviv� kaput ford¡tjuk meg, akkor az S bemenet magas szintje eset�n X akimenet, A a bemenet, alasony szintje eset�n pedig X a bemenet, B a kimenet. �gy ha
X egy IC egyik l ba, akkor azt kapsolhatjuk kimenetnek vagy bemenetnek. V�g�l hamindk�t  tviv� kaput ugyanazzal az S-sel vez�relve egyszerre lez rjuk, akkor az X l bel van v gva A-t¢l �s B-t�l is, ¡gy �lebeg". Ezen k�t kapsol s kombin l s val l�trehoz-hat¢ h rom llapot£ (tristate) l bakat gyakran haszn lnak k�l�nb�z� IC-k (proesszor,mem¢ria, stb.), ha ugyanis t�bb eszk�z dolgozik ugyanarra a �buszra", akkor az egyik ki-menetk�nt kapsolt l baival �ad", n�h ny bemenetk�nt haszn lt l baival �vesz", a t�bbieszk�z l bai �lebegnek".V�g�l igen fontos a 2.5.  bra jobb sz�l�n l that¢ DQ t rol¢ (DQ lath) egybitest rol¢ elem. Am¡g a � ¢rajel magas szint�, a D bemeneti adat az  tviv� kapun kereszt�laz inverterre jut, ¡gy a ¬Q ponton a neg ltja, a Q ponton pedig D jelenik meg (legal bb ak�t inverter k�sleltet�si idej�ig D nem v ltozhat, �-nek pedig magas szinten kell lennie).



11Amint a � alasony szint� lesz, lez r a D-t  tvezet�  tviv� kapu, de kinyit a m sik, ¡gy a
¬Q �s Q ponton a szint nem v ltozik, am¡g � alasony szinten marad. A kapsol s nem�rz�keny arra, hogy a k�t  tviv� kapu egyszerre kapsol-e, hiszen ha esetleg mindkett�nyitva van, ugyanazt a jelet adj k az inverter bemenet�re, ha pedig a D-hez kapsol¢d¢m r lez rt, de a m sik m�g nem nyitott ki, az els� inverter bemeneti kapait sa r�vidideig �tartja" a szintet. A regiszterek �s egy�b mem¢ria elemek egy proesszorban ilyenegybites t rol¢kb¢l �p�lhetnek fel. A Q (vagy a ¬Q) kimenetekhez k�zvetlen�l kapso-l¢dhat egy logikai f�ggv�nyeket megval¢s¡t¢ kombin i¢s h l¢zat, azaz a proesszor t�bbir�sze, aminek a kimenetei viszont a D bemenetekhez kapsol¢dhatnak. A kombin i¢sh l¢zat nem lehet olyan gyors, hogy a kimenetei m r akkor megv ltozzanak, amikor az¢rajel m�g magas, viszont az ¢rajel alasony szintje alatt a kombin i¢ h l¢zat kimene-t�nek stabiliz l¢dnia kell. Ha ez nem biztos¡that¢, akkor k�t DQ t rol¢t kapsolhatunkegym s ut n: a m sodik �szolga" t rol¢t vez�rl� ¢rajel sak akkor lesz magas szint�,amikor az els�, �mester" t rol¢t vez�rl� ¢rajel m r alasony szint�, �s viszont. Az ¡gykapott mester-szolga t rol¢ (MS t rol¢, master-slave lath, MS lath) biztos¡tja a szolga�s a mester k�z� kapsolt kombin i¢s h l¢zat bemenet�nek �s kimenet�nek t�k�letesid�beli elv laszt s t.
• 78/9 :

<pont v�g�ig, a 3.2. pontb¢l pedig a test, ferdetest, rendezett test 3.2.3. de�ni¢j t t rgyal-
>pont v�g�ig, a 3.2. pontb¢l pedig a test, ferdetest, rendezett test 3.2.3. de�n¡i¢j t t rgyal-

• 79/−18 :
<Az �sszead s kompatibilis az ekvivaleni val, ¡gy az eg�sz sz mok k�z�tt �rtelmezve
>Az �sszead s kompatibilis a ∼ ekvivaleniarel i¢val, ¡gy az eg�sz sz mok k�z�tt �rtel-mezve

• 83/2 :
<Bizony¡t s. (1) trivi lis, ha m = 0 vagy n = 0. Az n = 1 eset m szerinti induk-
>Az  ll¡t s szok sos, kiss� pontatlan megfogalmaz sa: t�bbtagokat £gy szorzunk hogyminden tagot minden taggal szorzunk.Bizony¡t s. (1) trivi lis, ha m = 0 vagy n = 0. Az n = 1 eset m szerinti induk-

• 84/−6 :
<jobbr¢l nem lehet egyszer�s¡teni. Ha a gy�r�ben van a null t¢l k�l�nb�z� egys�gelem,�s x-nek van multiplikat¡v inverze, akkor x nem lehet sem bal, sem jobb oldali nulloszt¢,hiszen xy = 0-b¢l illetve yx = 0-b¢l x−1xy = y = 0, illetve yxx−1 = y = 0 k�vetkezik.
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>jobbr¢l nem lehet egyszer�s¡teni. Ha x-nek van multiplikat¡v inverze, akkor x nem lehetsem bal, sem jobb oldali nulloszt¢, hiszen xy = 0-b¢l illetve yx = 0-b¢l y = x−1xy = 0,illetve y = yxx−1 = 0 k�vetkezik.

• 85/3 :
<Rendezett integrit si tartom nyban ha x > 0, akkor x-et pozit¡vnak, ha x < 0,
>(2) elnevez�s�t az indokolja, hogy (1) fenn ll sa mellett ekvivalens azzal, hogy x ≤ y,

z ≥ 0 eset�n xz ≤ yz.Rendezett integrit si tartom nyban ha x > 0, akkor x-et pozit¡vnak, ha x < 0,
• 85/−8 :

<12 = 1 > 0. V�g�l (5)-h�z: ha y > 0 �s v ≤ 0, akkor yv ≤ 0. De y(1/y) = 1 > 0
>1 = 12 > 0. V�g�l (5)-h�z: ha y > 0 �s v ≤ 0, akkor yv ≤ 0. De y(1/y) = 1 > 0

• 88/9 :
<k�telem� testben −1 = 1.
>k�telem� testben −1 = 1.A k�tm�veletes algebrai strukt£r k �sszehasonl¡t s t l sd a  br n.

• 91/−4 :
<

x mod 1 = x− ⌊x⌋ �rt�ket x t�rtr�sz�nek nevezz�k.
>

x mod 1 = x− ⌊x⌋ �rt�ket x t�rtr�sz�nek nevezz�k.
• 92/11 :

<(ez kik�sz�b�li, hogy ebben az esetben mindig egyir nyban t�rt�njen a kerek¡t�s); ez aszab lyos kerek¡t�s. M s kerek¡t�s mellett is d�nthet�nk: −∞ fel� val¢ kerek¡t�s eset�n
>(ez kik�sz�b�li, hogy ebben az esetben mindig egyir nyban t�rt�njen a kerek¡t�s); ez aszab lyos kerek¡t�s. M s kerek¡t�s mellett is d�nthet�nk: −∞ fel� (lefel�) val¢ kerek¡t�seset�n
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• 92/14 :

<lebbit; ha +∞ fel� kerek¡t�nk, akkor az x-n�l nem kisebb pontosan  br zolhat¢ sz mok
>lebbit; ha +∞ fel� (felfel�) kerek¡t�nk, akkor az x-n�l nem kisebb pontosan  br zolhat¢sz mok

• 92/16 :
<metik n l fontosak); v�g�l sonk¡t s eset�n az |x|-n�l kisebb abszol£t �rt�k� pontosan
>metik n l fontosak); v�g�l sonk¡t s (nulla fel� kerek¡t�s) eset�n az |x|-n�l nem nagyobbabszol£t �rt�k� pontosan

• 92/19 :
<eredm�nyre, �s term�szetesen  ltal ban a m�veletekn�l is kerek¡t�si hiba l�p fel. Ha n
>eredm�nyre, ¡gy  ltal ban a m�veletekn�l kerek¡t�si hiba l�p fel. Ha n

• 92/25 :
<�rt�ke kisi. A lebeg�pontos sz m br zol s ezt k�sz�b�li ki, a hiba �s a sz m �rt�ke
>�rt�ke kisi. A lebeg�pontos sz m br zol s ezt k�sz�b�li ki, a hiba �s a sz m �rt�ke

• 105/7 :
<k�nt az �sszes t�bbi el� ll (p�ld ul εk = εk1 , k = 0, 1, . . . , k − 1), ezeket n-edik primit¡v
>k�nt az �sszes t�bbi el� ll (p�ld ul εk = εk1 , k = 0, 1, . . . , n− 1), ezeket n-edik primit¡v

• 108/−13 :
<

a, b, c, d ∈ R, �s ez a fel¡r s egy�rtelm�, mert a = ℜz, b = ℑz, c = ℜw �s d = ℑw.
>

a, b, c, d ∈ R, �s ez a fel¡r s egy�rtelm�, mert a = ℜ(z), b = ℑ(z), c = ℜ(w) �s d = ℑ(w).
• 109/14 :

<�rt�ket kapjuk vissza. Nyilv n |0| = 0, �s p 6= 0 eset�n |p| > 0, |p| = |p|, |pq| = |p||q|(mert mindk�t oldal n�gyzete ppqq). Teljes�l a |p+q| ≤ |p|+|q| h romsz�g-egyenl�tlens�g�s
>



14�rt�ket kapjuk vissza. Nyilv n |0| = 0 �s p 6= 0 eset�n |p| > 0, |p| = |p|, |pq| = |p||q|(mert mindk�t oldal n�gyzete ugyanannyi). Teljes�l a |p + q| ≤ |p| + |q| h romsz�g-egyenl�tlens�g �s
• 109/−4 :

<hanem antikommutat¡v . A de�n¡i¢b¢l k�nnyen ad¢dik, hogy teljes�l a Jaobi-identit s:
>hanem antikommutat¡v . A de�n¡i¢b¢l k�nnyen ad¢dik, hogy i × j = k, j × k = i,

k × i = j, �s teljes�l a Jaobi-identit s:
• 113/15 :

<A szorz s nyilv n nem kommutat¡v, hiszen m r H-ban sem az. Viszont R-beli ele-
>A szorz s nem kommutat¡v, hiszen m r H ⊂ O-ban sem az. Viszont R-beli ele-

• 114/−16 :
<(mert mindk�t oldal n�gyzete (uu)(vv)). Teljes�l az |u + v| ≤ |u|+ |v| h romsz�g-
>(mert mindk�t oldal n�gyzete ugyanannyi). Teljes�l az |u + v| ≤ |u|+ |v| h romsz�g-

• 121/6 :
<t s nak. A megfeleltet�s l�tez�s�b�l k�vetkezik az  ll¡t s.
>t s nak. A megfeleltet�s l�tez�s�b�l k�vetkezik az  ll¡t s. Figyelj�k meg, hogy n = 0 islehets�ges.

• 137/−13 :
<hogy az X v�gtelen halmazb¢l kiv lasztunk egy k�l�nb�z� elemekb�l  ll¢ x1, x2, . . .
>hogy az X v�gtelen halmazb¢l kiv lasztunk egy k�l�nb�z� elemekb�l  ll¢ x0, x1, . . .

• 138/4 :
<l�tezik N-et X-re k�pez� lek�pez�s.
>l�tezik N-et X-re k�pez� lek�pez�s.Ǒltal nosabban, az is igaz, hogy egy X nem �res halmazra X - Y pontosan akkorteljes�l, ha l�tezik Y -t X-re k�pez� lek�pez�s.
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• 138/−7 :

<Az f(m, n) f�ggv�ny �m�k�d�se" az 5.2.  br n tanulm nyozhat¢.
>Az f f�ggv�ny �m�k�d�se" az 5.2.  br n tanulm nyozhat¢.

• 139/7 :
<Bizony¡t s. Az X-et helyettes¡tve X \Y -nal, feltehetj�k, hogy X �s Y diszjunktak.
>Bizony¡t s. Az X-et helyettes¡tve X \Y -nal feltehetj�k, hogy X �s Y diszjunktak.

• 139/16 :
<szerint ekvivalens X-el.
>szerint ekvivalens X-szel.

• 140/−5 :
<Bizony¡t s. Mivel R ∼ ℘(N), kapjuk, hogy C ∼ ℘(N)× ℘(N). De az N r�szhalma-
>Bizony¡t s. Mivel R ∼ ℘(N), kapjuk, hogy R × R ∼ ℘(N) × ℘(N). De az Nr�szhalma-

• 142/5 :
<�s elm�leti �zikus 1939-ben bebizony¡totta, hogy ha ellentmond stalan (ezt rem�lj�k),
>�s elm�leti �zikus 1939-ben bebizony¡totta, hogy ha ZFC ellentmond stalan (ezt rem�l-j�k),

• 145/10 :
<ahonnan k = k′. Ha m 6= 0, akkor m|n azzal ekvivalens, hogy n/m ∈ N.
>ahonnan k = k′. Ha m 6= 0, akkor m|n azzal ekvivalens, hogy n/m ∈ N. A | rel i¢ azoszthat¢s g .

• 147/−11 :
<

a ∈ R-nek oszt¢ja, akkor egys�g. Az egys�geket ezzel a tulajdons ggal tetsz�leges R 6=
{0} integrit si tartom nyban is lehet de�ni lni, de k�nnyen ad¢dik, hogy ha van egys�g,akkor R egys�gelemes: ha ε egy egys�g, akkor ε|ε, ¡gy valamely 0 6= e ∈ R-re ε = eε.



16Innen aε = aeε minden a ∈ R-re. Mivel ε 6= 0, lehet vele egyszer�s¡teni. Az a ∈ Rasszoi ltjai az εa alak£ elemek, ahol ε egys�g.
>

a ∈ R-nek oszt¢ja, akkor egys�g. (Az egys�geket ezzel a tulajdons ggal tetsz�leges
R 6= {0} integrit si tartom nyban is lehet de�ni lni, de k�nnyen ad¢dik, hogy ha vanegys�g, akkor R egys�gelemes: ha ε egy egys�g, akkor ε|ε, ¡gy valamely 0 6= e ∈ R-re
ε = eε. Innen aε = aeε minden a ∈ R-re. Mivel ε 6= 0, lehet vele egyszer�s¡teni.)Az a ∈ R asszoi ltjai az εa alak£ elemek, ahol ε egys�g, ¡gy k�lso�sen egy�rtelm�megfeleltet�s  ll fenn egy nem nulla elem asszoi ltjai �s az egys�gek k�z�tt.
• 147/−3 :

<tartom ny. Egy 0 6= a ∈ R elemet felbonthatatlannak (vagy irreduibilisnek) nevez�nk,ha nem egys�g, �s sak trivi lis m¢don ¡rhat¢ fel szorzatk�nt, teh t a = bc, b, c ∈ R
>tartom ny. Egy a ∈ R elemet felbonthatatlannak (vagy irreduibilisnek) nevez�nk, hanem nulla, nem egys�g, �s sak trivi lis m¢don ¡rhat¢ fel szorzatk�nt, teh t a = bc,

b, c ∈ R

• 148/1 :
<egys�gek �s az asszoi ltjai. A 0 6= p ∈ R elemet pr¡melemnek nevezz�k, ha nem egys�g
>asszoi ltjai �s az egys�gek. A p ∈ R elemet pr¡melemnek nevezz�k, ha nem nulla, nemegys�g

• 148/−21 :
<integrit si tartom nyban az a1, a2, . . . , an ∈ R elemeknek a b ∈ R elem legnagyobb k�z�s
>integrit si tartom nyban a b ∈ R elem az a1, a2, . . . , an ∈ R elemeknek egy legnagyobbk�z�s

• 148/−8 :
<

→ 6.1.19. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy integrit si tartom nyban a|b pon-
>

→ 6.1.19. Feladat. Mutassuk meg, hogy egys�gelemes integrit si tartom nyban a|bpon-
• 149/−16 :

<(3) [Ciklus.℄ Legyen qn+1 ← ⌊rn/rn+1⌋, rn+2 ← rn mod rn+1 = rn− rn+1qn+1, xn+2 ←
xn − xn+1qn+1, yn+2 ← yn − yn+1qn+1, n← n+ 1 �s menj�nk (2)-re.
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>(3) [Ciklus.℄ Legyen

qn+1 ← ⌊rn/rn+1⌋,
rn+2 ← rn mod rn+1 = rn − rn+1qn+1,

xn+2 ← xn − xn+1qn+1,
yn+2 ← yn − yn+1qn+1,

n← n + 1 �s menj�nk (2)-re.
• 150/−13 :

<A b�v¡tett euklideszi algoritmussal kaphatunk olyan x, y eg�szeket, hogy px + my = 1.Innen pnx +mny = n. Mivel p oszt¢ja a bal oldalnak, a jobb oldalnak is. �

>A b�v¡tett euklideszi algoritmussal kaphatunk olyan x, y eg�szeket, hogy px+my = ±1.Innen pnx +mny = ±n. Mivel p oszt¢ja a bal oldalnak, a jobb oldalnak is. �

• 155/1 :
<6.1.55. Eratoszthen�sz szit ja. Ha egy adott n-ig az �sszes pr¡met meg akarjuk
>6.1.55. Eratoszthen�sz szit ja. Ha egy adott n-ig az �sszes pr¡met meg akarjuk

• 161/21 :
<

k ∈ Z. A kongruenia az x ≡ 4 (mod 31) kongrueni val ekvivalens; ez a mod 31ekvivaleniaoszt ly k�t mod 62 ekvivaleniaoszt ly egyes¡t�se, ¡gy x ≡ 4 (mod 62) vagy
x ≡ 35 (mod 62).

>
k ∈ Z. A kongruenia az x ≡ 4 (mod 31) kongrueni val ekvivalens; ez a mod 31ekvivaleniaoszt ly k�t mod 62 ekvivaleniaoszt ly egyes¡t�se, ¡gy x ≡ 4 (mod 62) vagy
x ≡ 35 (mod 62).
• 218/12 A 8.1. ǑBRA HELYETT :

<
>

• 221/4 :
<

◦ P�lda. (R,+) �s (

R∗, ·
) nem izomorfak, mert az x + x = 0 egyenletnek

>
◦ P�lda. (R,+) �s (

R×, ·
) nem izomorfak, mert az x + x = 0 egyenletnek
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• 231/19 :

<

→ 8.1.56. Feladat [2℄. Mutassuk meg, hogy Q+ a szorz ssal a Q\{0}, R\{0}, illetve
C \ {0}

>

→ 8.1.56. Feladat [2℄. Mutassuk meg, hogy Q+ a szorz ssal a Q×, R×, illetve C×

• 235/−11 :
<(3) (C \ {0}/T, ·) �s (R+, ·);(4) (C \ {0}/R+, ·) �s (T, ·);(5) (R/Z,+) �s (T, ·);(6) (Q/Z,+) �s (U, ·);(7) (Q \ {0}/U2, ·) �s (Q+, ·);(8) (R \ {0}/U2, ·) �s (R+, ·);
>(3) (C×/T, ·) �s (R+, ·);(4) (C×/R+, ·) �s (T, ·);(5) (R/Z,+) �s (T, ·);(6) (Q/Z,+) �s (U, ·);(7) (Q×/U2, ·) �s (Q+, ·);(8) (R×/U2, ·) �s (R+, ·);
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• 235/−2 :

<r�szsoportjai (

GA(R1), ◦)-nek, de GL(R1) nem norm loszt¢, m¡g N norm loszt¢, �s afaktorsoport izomorf GL(R1)-gyel, azaz (R \ {0}, ·)-tal.
>r�szsoportjai (

GA(R1), ◦)-nek, de GL(R1) nem norm loszt¢, m¡g N norm loszt¢, �s afaktorsoport izomorf GL(R1)-gyel, azaz (R×, ·)-tal.
• 236/3 :

<(1) GL(Fn)/SL(Fn) �s (F ∗, ·);
>(1) GL(Fn)/SL(Fn) �s (F×, ·);

• 237/−1 :
<8.1.100. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy (C \ {0}/U, ·) �s (R+, ·) × (R/Q,+)izomor-
>8.1.100. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy (C×/U, ·) �s (R+, ·)× (R/Q,+) izomor-

• 238/−9 :
<jel�lni, �s n-ed fok£ szimmetrikus soportnak nevezz�k. Nyilv nval¢an Sn rendje n!.
>jel�lni, �s n-ed fok£ szimmetrikus soportnak nevezz�k. (Az elnevez�s a szimmetrikuspolinomokkal val¢ kapsolatra utal.) Nyilv nval¢an Sn rendje n!.

• 240/10 :
<alkotnak Sn-ben, amit An-nel jel�l�nk �s n-ed fok£ altern l¢ soportnak nevez�nk. �

>alkotnak Sn-ben, amit An-nel jel�l�nk �s n-ed fok£ altern l¢ soportnak nevez�nk. �Az altern l¢ soport elnevez�s az altern l¢ polinomokkal val¢ kapsolatra utal.
• 241/5 :

<morfak: Z2, Z3, Z4, Z8, Z3 \ {0}, Z5 \ {0}, Z8 \ {0}, Z12 \ {0}, S2, A3, S3, D3, D4, Q.
>morfak: Z2, Z3, Z4, Z8, Z×3 , Z×5 , Z×8 , Z×12, S2, A3, S3, D3, D4, Q.
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• 242/−14 :

<(2) Z∗7;
>(2) Z×7 ;

• 244/−4 A 8.4. ǑBRA HELYETT :
<
> Gy�r�k
{0}′ f�lsoport kommutat¡vNulloszt¢mentesgy�r�k Kommutat¡vgy�r�kkommutat¡v {0}′ f�lsoportIntegrit si tartom nyokegys�gelem rendez�sEgys�gelemesintegrit sitartom nyok Rendezettintegrit sitartom nyok

{0}′ soport egy�rtelm� faktoriz i¢Gauss-gy�r�keuklideszi normaFerde-testek Euklideszigy�r�kkommutat¡v {0}′ soport {0}′ soportTestek rendez�s Rendezett testek8.4.  bra
• 256/−17 :
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<

ϕ f�ggv�ny £gy, hogy
>

ϕ f�ggv�ny (euklideszi norma) £gy, hogy
• 282/20 :

<beli gy�k�ket is. (Sok gy�r�ben a gy�kkeres�sre, a faktoriz l sra, �s az irreduibilit s
>beli gy�k�ket is. (Sok R gy�r�re a gy�kkeres�sre, a faktoriz l sra, �s az irreduibilit s

• 295/−17 :
<

· · ·+in �s xi = xi11 xi22 · · ·xin
n . Ezzel a jel�l�ssel az f polinom ∑

|i|≤m fix
i v�ges �sszegk�nt

>
· · ·+in, i! = i1!i2! · · · in! �s xi = xi11 xi22 · · ·xin

n . Ezzel a jel�l�ssel az f polinom ∑

|i|≤m fix
iv�ges �sszegk�nt

• 295/−1 :
<

x2p2(x1, x2) alakban, mert mindk�t szorzat konstans tagja nulla.
>

x2p2(x1, x2) alakban, mert mindk�t szorzat konstans tagja nulla.* 8.3.132.1. Megjegyz�s. T�bbhat rozatlan£ Z feletti polinomok faktoriz l s rak¡v nunk hat�kony algoritmust adni, �s ehhez sz�ks�g�nk lesz bizonyos ide lok, a megfe-lel� faktorgy�r�k �s term�szetes homomor�zmusok vizsg lat ra. Ha R gy�r� �s I ide l
R-ben, r1, r2 ∈ R, az r1 ≡ r2 (mod I) jel�l�s azt fogja jelenteni, hogy r1 − r2 ∈ I.Tekints�k az R kommutat¡v egys�gelemes gy�r� feletti R[x1, x2, . . . , xn℄ polinom-gy�r�t. Ha a1, a2, . . . , an ∈ R, akkor az f(x1, x2, . . . , xn) 7→ f(a1, a2, . . . , an) lek�pez�se
R[x1, x2, . . . , xn℄-nek R-be homomor�zmus. Ennek a magja egy I ide l, amely tartal-mazza az x1 − a1, x2− a2, . . . , xn− an polinomokat; meg fogjuk mutatni, hogy �ppen azezek  ltal gener lt ide l. Ǒltal nosabban, legyen

S = {x1 − a1, x2 − a2, . . . , xn − an},�s tekints�k a komplexusszorz ssal �rtelmezett Sα, α ∈ N+ halmazt, amely
x = (x1, x2, . . . , xn), a = (a1, a2, . . . , an)jel�l�ssel t�m�ren az Sα = {(x − a)i : i ∈ Nn, |i| = α

} alakba ¡rhat¢. Az Sα  ltalgener lt (Sα) ide l az Sα-beli polinomok t�bbsz�r�seinek �sszegeib�l  ll, egy f polinommell�koszt ly t pedig reprezent lhatjuk £gy, hogy f -et fel¡rjuk (x − a)i, i ∈ Nn alak£polinomok konstansszorosainak �sszegek�nt, �s elhagyunk minden olyan tagot, amelyre
|i| ≥ α: Az  ll¡t s bel t s hoz �s a sz m¡t s kivitelez�s�hez haszn ljuk az xi = yi + ai,



221 ≤ i ≤ n helyettes¡t�seket. Egy f ∈ R[x1, x2, . . . , xn℄ polinomb¢l a helyettes¡t�sselegy g ∈ R[y1, y2, . . . , yn℄ polinomot kapunk, a ϕ : f 7→ g lek�pez�s izomor�zmus, amelyaz S halmazt a T = {y1, y2, . . . , yn} halmazba, ¡gy az (Sα) ide lt a (T α) ide lba vi-szi. Ennek elemei az yi, i ∈ Nn, |i| = k monomok t�bbsz�r�seinek �sszegei. B rmely
g polinom mell�koszt lya egyetlen α-n l alasonyabb fok£ ~g polinomot tartalmaz, amitmegkaphatunk £gy, hogy g-b�l elhagyjuk az �sszes legal bb α-ad fok£ tagot. A ~g po-linomot g mod (T α)-val fogjuk jel�lni. A g 7→ ~g = g mod (T α) lek�pez�s a term�szeteshomomor�zmus, amelynek magja (T α). Spei lisan, g(y1, y2, . . . , yn) 7→ g(0, 0, . . . , 0) a
g 7→ g mod (T ) lek�pez�s. A ϕ−1 : ~g 7→ ~f lek�pez�ssel, azaz az yi = xi−ai, 1 ≤ i ≤ n he-lyettes¡t�sekkel megkapjuk az f oszt ly nak reprezent ns t R[x1, x2, . . . , xn℄/(Sα)-ban.Ezt f mod (Sα)-val jel�lj�k; az f 7→ ~f = f mod (Sα) lek�pez�s a term�szetes homomor-�zmus, amelynek magja (Sα). Spei lisan, R[x1, x2, . . . , xn℄/(S) izomorf az R gy�r�vel,a term�szetes homomor�zmus pedig az f(x1, x2, . . . , xn) 7→ f(a1, a2, . . . , an) lek�pez�s.A k�vetkez� t�telt a f� eredm�ny, a Hensel-lemma haszn lja.* 8.3.132.2. T�tel: line ris diofantoszi egyenlet egyhat rozatlan£ polino-mokra. Legyen p pr¡msz m, β ∈ N+ �s g(x), h(x) ∈ Zpβ [x℄ polinomok, amelyek f�egy�tt-hat¢ja nem oszthat¢ p-vel �s mod p tekintve relat¡v pr¡mek. Ekkor minden f(x) ∈ Zpβ [x℄polinomhoz egy�rtelm�en l�teznek σ(x), τ(x) ∈ Zpβ [x℄ polinomok, amelyekre

σ(x)g(x) + τ(x)h(x) = f(x)�s deg(σ) < deg(h). Ha m�g deg(f) < deg(g)+deg(h) is teljes�l, akkor deg(τ) < deg(g).Bizony¡t s. El�sz�r az f = 1 esettel foglalkozunk. Induki¢val α szerint megmu-tatjuk, hogy l�teznek olyan sα(x), tα(x) ∈ Zpα [x℄ polinomok, hogy
sα(x)g(x) + tα(x)h(x) ≡ 1 (mod pα).B�v¡tett euklid�szi algoritmussal kaphatunk olyan s(x), t(x) ∈ Zp[x℄ polinomokat, ame-lyekre

s(x)g(x) + t(x)h(x) ≡ 1 (mod p);ez s1 = s, t1 = t v laszt ssal adja az  ll¡t st α = 1-re. Ha α-ra teljes�l az  ll¡t s, akkorlegyen
eα(x) = 1− sα(x)g(x) − tα(x)h(x)

pα
,�s legyen sα+1(x) = sα(x) + pαeα(x)s(x), tα+1(x) = tα(x) + pαeα(x)t(x). Ekkor

sα+1(x)g(x) + tα+1(x)h(x) ≡ sα(x)g(x) + tα(x)h(x) + pαeα(x)(s(x)g(x) + t(x)h(x))
≡ 1− pαeα(x) + pαeα(x)(s(x)g(x) + t(x)h(x))
≡ 1 + pαeα(x)(s(x)g(x) + t(x)h(x) − 1) ≡ 1 (mod pα+1).V�g�l osszuk marad�kosan az sβ(x)f(x) polinomot h(x)-szel:
sβ(x)f(x) = q(x)h(x) + σ(x),



23�s legyen
τ(x) = tβ(x)f(x) − q(x)g(x).Ekkor

σ(x)g(x) + τ(x)h(x) = (

sβ(x)f(x) − q(x)h(x))g(x) + (

tβ(x)f(x) + q(x)g(x))h(x)= f(x)(sβ(x)g(x) + tβ(x)h(x)) ≡ f(x) (mod pβ).(Vegy�k �szre, hogy a marad�kos oszt st az α szerinti induki¢ minden l�p�s�ben iselv�gezhetj�k, ha sα �s tα foksz m t s�kkenteni akarjuk.)Az egy�rtelm�s�g bizony¡t s hoz tegy�k fel, hogy σ1, τ1 �s σ2, τ2 is megold sok.Ekkor
(

σ1(x) − σ2(x))g(x) ≡ (

τ2(x) − τ1(x))h(x) (mod pβ).Induki¢val megmutatjuk, hogy σ1(x) ≡ σ2(x) (mod pα) �s τ2(x) ≡ τ1(x) (mod pα),
α = 0, 1, . . . , β. Ha ez egy α < β-ra teljes�l, akkor osztva pα-val,

σ1(x)− σ2(x)
pα

g(x) ≡ τ2(x)− τ1(x)
pα

h(x) (mod pβ−α),teh t mod p is. Mivel Zp[x℄-ben g �s h relat¡v pr¡mek, h|(σ1−σ2)/pα, de deg(σ1−σ2) <deg(h), ¡gy (σ1 − σ2)/pα ≡ 0 (mod p), �s hasonl¢an (τ2 − τ1)/pα ≡ 0 (mod p).V�g�l, ha deg(f) < deg(g) + deg(h), akkor a foksz mok �sszehasonl¡t s b¢l k�vet-kezik, hogy deg(τ) < deg(g), mivel deg(g) f�egy�tthat¢ja nem nulloszt¢.* 8.3.132.3. T�tel: Hensel-lemma t�bbhat rozatlan£ polinomokra. Legyen ppr¡msz m, β ∈ N+ �s y = (y1, y2, . . . , yn) jel�l�ssel legyen
f(y1, y2, . . . , yn, z) = f(y, z) ∈ Z[y, z℄egy polinom. Tegy�k fel, hogy f(0, z) foka, d, ugyanannyi, mint f(y, z) foka z-ben, �s

p nem osztja f(0, z) f�egy�tthat¢j t. Legyen S = {y1, y2, . . . , yn} �s legyenek g1, h1 ∈
Z[y, z℄ polinomok, amelyekre(1) a Z[y℄[z℄-beli (azaz z szerinti) f�gy�tthat¢k szorzata ugyanannyi, mint f ∈ Z[y℄[z℄f�egy�tthat¢ja;(2) f(0, z) ≡ g1(0, z)h1(0, z) (mod pβ);(3) g(z) = g1(0, z) mod p �s h(z) = h1(0, z) mod p relat¡v pr¡mek Zp[z℄-ben.Ekkor minden γ ∈ N+-ra l�teznek olyan gγ , hγ ∈ Z[y, z℄ polinomok, amelyekre(4) Z[y℄[z℄-ben gγ �s g1 valamint hγ �s h1 f�egy�tthat¢ja megegyezik;(5) gγ(0, z) ≡ g1(0, z) (mod pβ) �s hγ(0, z) ≡ h1(0, z) (mod pβ);(6) f mod (Sγ , pβ) = gγhγ mod (Sγ , pβ).Tov bb  a gγ �s hγ polinomok egy�rtelm�ek mod(Sγ , pβ).A bizony¡t s konstrukt¡v.



24 Bizony¡t s. A l�tez�st γ szerinti induki¢val bizony¡tjuk. Tegy�k fel, hogy teljes�l
γ-ra, �s legyen eγ = f−gγhγ . Az eγ foka Z[y℄[z℄-ben kisebb, mint d, �s (6) szerint eγ mod(Sγ , pβ) = 0, ¡gy eγ fel¡rhat¢ ∑

|i|=γ fi(y, z)yi alakban, ahol fi foka Z[y℄[z℄-ben kisebb,mint d minden i ∈ Nn, |i| = γ-ra. Az el�z� t�tel szerint l�teznek olyan egy�rtelm�enmeghat rozott σi(z), τi(z) ∈ Zpβ [z℄ polinomok, amelyekre
σi(z)g(z) + τi(z)h(z) ≡ fi(0, z) (mod pβ),deg(σi) < deg(h), deg(τi) < deg(g). Legyen

gγ+1(y, z) = gγ(y, z) + ∑

|i|=γ

τi(z)yi, hγ+1(y, z) = hγ(y, z) + ∑

|i|=γ

σi(z)yi.Ekkor (4) �s (5) nyilv n teljes�lnek, �s
f(y, z)− gγ+1(y, z)hk+1(y, z)
≡ f(y, z)− gγ(y, z)hγ(y, z)− gγ(y, z) ∑

|i|=γ

σi(z)yi − hγ(y, z) ∑

|i|=γ

τi(z)yi

≡ eγ(y, z)− ∑

|i|=γ

(

σi(z)g(z) + τi(z)h(z))yi

≡ eγ(y, z)− ∑

|i|=γ

fi(0, z)yi ≡ 0 (mod(Sγ+1, pβ)).Az egy�rtelm�s�g bizony¡t sa is induki¢val t�rt�nik; γ = 1-re teljes�l (5) miatt.Tegy�k fel, hogy γ-ra teljes�l. Mivel (6) teljes�l γ + 1-re, f ≡ gγ+1hγ+1 (mod(Sγ , pβ)).A gγ �s hγ egy�rtelm�s�ge miatt mod (Sγ , pβ) azt kapjuk, hogy
gγ+1(y, z)− gγ(y, z) = ∑

|i|=γ

τi(y, z)yi�s
hγ+1(y, z)− hγ(y, z) = ∑

|i|=γ

σi(y, z)yivalamely σi, τi polinomokra. Az f(y, z)− gγ(y, z)hγ(y, z) = eγ(y, z) = ∑

|i|=γ fi(y, z)yifel¡r sb¢l, mivel0 ≡ f(y, z)− gγ+1(y, z)hγ+1(y, z)
≡ f(y, z)− gγ(y, z)hγ(y, z)− gγ(y, z) ∑

|i|=γ

σi(y, z)yi − hγ(x, y) ∑

|i|=k

τi(y, z)yi

≡ eγ(y, z)− ∑

|i|=γ

(

σi(0, z)g(z) + τi(0, z)h(z))yi

≡
∑

|i|=γ

fi(0, z)− (

σi(0, z)g(z) + τi(0, z)h(z)) (mod(Sγ+1, pβ)),



25az el�z� t�telben szerepl� egy�rtelm�s�gb�l azt kapjuk, hogy σi(0, z) �s τi(0, z) egy�rtel-m�en meghat rozott, ami azt jelenti, hogy a gγ+1− gγ �s hγ+1−hγ polinomok k�l�nb�-g�ben az y-ban γ-ad fok£ tagok egy�rtelm�en meghat rozottak, amib�l k�vetkezik gγ+1�s hγ+1 egy�rtelm�s�ge mod (Sγ+1, pβ).* 8.3.132.4. Eg�szegy�tthat¢s t�bbhat rozatlan£ polinomok faktoriz l sa.A Hensel-lemma el�z�, t�bbhat rozatlan£ polinomokra vonatkoz¢, �s az egyhat rozatla-n£ polinomokra vonatkoz¢ v ltozata egy�tt felhaszn lhat¢ eg�sz egy�tthat¢s t�bbhat -rozatlan£ polinomok p ronk�nt relat¡v pr¡m polinomokra val¢ faktoriz l s ra. El�sz�r is,ak rmilyen, ak r komplex egy�tthat¢s f(x1, x2, . . . , xn) = ∑

i∈Nn fix
i polinomra legyen

B(f) = ∑

i∈Nn |fi|2i!(d − |i|)!, ahol d a polinom teljes foksz ma. Megmutathat¢ (l sdKnuth [44℄, 4.6.2{21 feladat), hogy ha f = gh, akkor B(g)B(h) ≤ B(f); ez korl tot ad alehets�ges faktorok egy�tthat¢ira.Csak primit¡v polinomok faktoriz l s val fogunk foglalkozni. Ha az f primit¡v po-linom fel¡rhat¢ nem trivi lis m¢don gh alakban, ahol g, h ∈ Z[x1, x2, . . . , xn℄, tov bb  g�s h relat¡v pr¡mek, akkor g �s h primit¡v polinomok, �s f ≡ gh
(mod(Sγ , pβ)) minden

p pr¡mre �s S = {x2 − a2, x3 − a3, . . . , xn − an} halmazra, b rmely γ, β ∈ N+ kite-v�kre. Keress�nk olyan ai, 2 ≤ i ≤ n �rt�keket �s p p ratlan pr¡met, hogy az x1 = z,
xi = yi−1 + ai helyettes¡t�sek ut n, az y = (y1, y2, . . . , yn−1) jel�l�ssel a kapott f∗(y, z)polinom teljes¡tse az el�z� t�tel felt�teleit, pontosabban foka z-ben ugyanannyi legyen,mint az eredeti polinom foka x1-ben, �s ha ~c ∈ Z[y℄ jel�li az f∗ ∈ Z[y℄[z℄ polinom f�-egy�tthat¢j t, akkor ~c(0) ne legyen oszthat¢ p-vel. Szorozzuk meg f∗(y, z)-t ~c(y)-nal,azaz legyen ~f(y, z) = ~c(y)f∗(y, z), �s alak¡tsuk szorzatt  az ~f(0, z) = ~c(0)f∗(0, z) egyha-t rozatlan£ polinomot modulo p. Mindk�t t�nyez�t v�gigszorozva egy Zp-beli egys�ggel,el�rhetj�k, hogy mindk�t t�nyez�ben a f�egy�tthat¢ ~c(0)-val kongruens modulo p. A f�-egy�tthat¢kat mindk�t t�nyez�ben kiser�lve ~c(0)-ra, a kapott g1(z), h1(z) polinomokrateljes�lnek az egyhat rozatlan£ polinomokra vonatkoz¢ Hensel-lemma felt�telei, ¡gy azo-kat �felemelve" egy mod pβ vett felbont ss , megtal lhatjuk ~f(0, z) egy ~g(0, z)~h(0, z)szorzatt  bont s t, amelyre ~g(0, z) ≡ g1(z) (mod p) �s ~h(0, z) ≡ h1(z) (mod p), havan ilyen. A β kitev�t olyan nagynak kell v lasztani, hogy pβ nagyobb legyen ~f(y, z)faktorai egy�tthat¢inak abszol£t �rt�ke egy korl tj nak a k�tszeres�n�l, �s �lszer� a ma-rad�koszt lyokat a legkisebb abszol£t �rt�k� marad�kukkal reprezent lni. A z-ben vettf�gy�tthat¢kat kiser�lve ~c(y)-ra, a kapott g1(y, z), h1(y, z) polinomokra teljes�lnek azel�z� t�tel, a Hensel-lemma felt�telei γ = 1-re. A Hensel-lemma seg¡ts�g�vel �felemelve"ezt a felbont st egy mod (Sγ , pβ) vett felbont ss , ahol γ nagyobb, mint ~f foka, megta-l lhatjuk ~f(y, z) egy ~g(y, z)~h(y, z) szorzatt  bont s t, amelyre ~g(0, z) ≡ g1(z) (mod p)�s ~h(0, z) ≡ h1(z) (mod p), ha van ilyen. A marad�koszt lyokat v�gig a legkisebb abszo-l£t �rt�k� marad�kukkal �lszer� reprezent lni, mert ekkor k�zvetlen�l ~g(y, z) �s ~h(y, z)egy�tthat¢it kapjuk. A ~g(y, z) �s ~h(y, z) primit¡v r�sz�t v�ve, f∗(y, z) egy szorzatfel-bont s t (teh t f egy szorzatfelbont s t) kapjuk, �s ¡gy nyilv n minden szorzatfelbont skiad¢dik, hiszen mindegyiknek van valamilyen k�pe mod (S, p).Az elj r s h tr nya, hogy egy �ritka" (kev�s nem nulla egy�tthat¢t tartalmaz¢)t�bbhat rozatlan£ polinom az xi hely�re yi + ai-t helyettes¡tve (i = 2, . . . , n)  ltal bannem marad ritka, ha ai 6= 0. M rpedig sokszor nem tudunk ai = 0-t v lasztani, mert



26ezzel a v laszt ssal nem teljes�lnek a ~c-ra vonatkoz¢ felt�telek. Egy jav¡tott elj r stkaphatunk, ha egyszerre sak egy helyettes¡t�st hajtunk v�gre, mert ekkor nem n� megolyan nagyon a nem nulla egy�tthat¢k sz ma. Ehhez azonban sz�ks�g�nk lesz az al bbit�tel  ltal le¡rt rekurz¡v elj r sra.* 8.3.132.5. Polinom diofantoszi egyenletek megold sa t�bbhat rozatlan£polinomokra. Legyen p pr¡msz m, β ∈ N+. Tegy�k fel, hogy x = (x1, x2, . . . , xn) �s
a = (a1, a2, . . . , an) jel�l�ssel S = {x1 − a1, . . . , xn − an},

g(z, x1, . . . , xn) = g(z, x) ∈ Zpβ [z, x℄,
h(z, x1, . . . , xn) = h(z, x) ∈ Zpβ [z, x℄,

g(z, a) foka ugyanannyi, mint g(z, x) foka z-ben, h(z, a) foka ugyanannyi, mint h(z, x)foka z-ben, g(z, a) �s h(z, a) relat¡v pr¡mek mod p. Ekkor minden f ∈ Zpβ [z, x℄ po-linomhoz, amelynek foka kisebb, mint γ, l�teznek olyan σ(z, x) �s τ(z, x) polinomok,hogy
σ(z, x)g(z, x) + τ(z, x)h(z, x) ≡ f(z, x) (mod (Sγ , pβ)).A bizony¡t s elj r st ad σ �s τ meghat roz s ra.Bizony¡t s. Tudjuk a t�telb�l, hogy n = 0-ra teljes�l az  ll¡t s. Induki¢val,tegy�k fel, hogy n-re teljes�l, �s megmutatjuk, hogy n + 1-re is. Helyettes¡ts�nk xn+1hely�re y + an+1-et. A kapott polinomokat jel�lje rendre ~f , ~g �s ~h. Megmutatjuk αszerinti induki¢val, hogy l�teznek ~σα �s ~τα polinomok, amelyek foka y-ban kisebb, mint

α, �s ~σα(z, x, y)~g(z, x, y) + ~τα(z, x, y)h(z, x, y) ≡ ~f(z, x, y) (mod (Sγ , yα, pβ)).Az α = 1 esetben azt kell megmutatnunk, hogy l�teznek olyan ~σ1 �s ~τ1 polinomok, hogy~σ1(z, x, 0)~g(z, x, 0) + ~τα(z, x, 0)h(z, x, 0) ≡ ~f(z, x, 0) (mod (Sγ , pβ));ez �ppen az n szerinti induki¢s feltev�s�nk. Tegy�k fel, hogy α-ra m r teljes�l az  ll¡t s,�s legyen
eα(z, x, y) = ~f(z, x, y)− ~σα(z, x, y)~g(z, x, y) + ~τα(z, x, y)h(z, x, y).Mivel ez a polinom mod (Sγ , pβ) egy olyan polinommal ekvivalens, amely oszthat¢ yα-val,ezt ~fα-val jel�lve, alkalmazhatjuk az induki¢s feltev�st, �s olyan sα �s tα polinomokatkapunk, amelyekre
sα(z, x)~g(z, x, 0) + tα(z, x)~h(z, x, 0) ≡ ~fα(z, x, 0) (mod (Sγ , pβ)).



27Legyen ~σα+1(z, x, y) = ~σα(z, x, y) + tα(z, x)yα �s ~τα+1(z, x, y) = ~σα(z, x, y) + tα(z, x)yα.Ekkor ~f(z, x, y)− ~σα+1(z, x, y)~g(z, x, y)− ~τα+1(z, x, y)~g(z, x, y)
≡ eα(z, x, y)− tα(z, x)yα~g(z, x, y)− sα(z, x)yα~h(z, x, y)
≡ ~fα(z, x, 0)yα − tα(z, x)yα~g(z, x, 0)− sα(z, x)yα~h(z, x, 0)
≡ 0 (mod (Sγ , yα+1, pβ).Az α = γ esetben megkapjuk az  ll¡t st n + 1-re, ha alkalmazzuk az y = xn+1 − an+1helyettes¡t�st.* 8.3.132.6. Eg�szegy�tthat¢s t�bbhat rozatlan£ polinomok faktoriz l sa,jav¡tott elj r s. Most is sak primit¡v polinomok faktoriz l s val fogunk foglalkozni.Ha az f primit¡v polinom fel¡rhat¢ gh alakban, ahol g, h ∈ Z[x1, x2, . . . , xn℄, valamint

g �s h relat¡v pr¡mek, akkor g �s h primit¡v polinomok, �s f ≡ gh
(mod (Sγ

k , S′k, pβ))minden p pr¡mre �s Sk = {x2−a2, x3−a3, . . . , xk−ak}, S′k = {xk+1−ak+1, . . . , xn−an}halmazra, b rmely γ, β ∈ N+ kitev�kre. Keress�nk olyan ai, 2 ≤ i ≤ n �rt�keket �s pp ratlan pr¡met, hogy az xi = ai, 2 ≤ i ≤ n helyettes¡t�sek ut n a kapott polinomfoka x1-ben ugyanannyi legyen, mint az eredeti polinom foka x1-ben, �s ha c jel�li az
f ∈ Z[x2, . . . , xn℄[x1℄ polinom f�egy�tthat¢j t (azaz az x1-ben vett f�egy�tthat¢t), akkor
c(a2, . . . , an) ne legyen oszthat¢ p-vel. Szorozzuk meg f -et c-vel; az

f∗(x1, x2, . . . , xn) = c(x2, . . . , xn)f(x1, x2, . . . , xn)polinomot fogjuk szorzatt  alak¡tani mod (Sγ , pβ), ahol
S = {x2 − a2, x3 − a3, . . . , xn − an} = Sn = Sk ∪ S′k.Ha a γ kitev�t £gy v lasztjuk, hogy nagyobb legyen, mint f∗ foka, a β kitev�t pedig£gy, hogy pβ nagyobb legyen, mint a fell�p� g∗ �s h∗ t�nyez�k lehets�ges egy�tthat¢iabszol£t �rt�keinek k�tszerese, az egy�tthat¢kat mod pβ a legkisebb abszol£t �rt�k�reprezent nssal reprezent lva, megkapjuk a g∗ �s h∗ polinomokat. Primit¡v r�sz�k adjaa keresett g �s h polinomokat.Az elj r s l�nyege, hogy az(1) f∗(x1, . . . , xk, ak+1, . . . , an) ≡ g∗k(x1, . . . , xk)h∗k(x1, . . . , xk) (mod (Sγ

k , pβ))felbont s birtok ban valamely k-ra, azt �felemelve" el� ll¡tunk egy hasonl¢ felbont st
k +1-re. A k = 1 esetben el�sz�r az egyhat rozatlan£ f∗(x1, a2, . . . , an) polinom mod pvett szorzatfelbont s t  ll¡tjuk el�. Mindk�t t�nyez�t v�gigszorozva egy Zp-beli egys�ggel,el�rhetj�k, hogy mindk�t t�nyez�ben a f�egy�tthat¢ c(a2, . . . , an)-nel kongruens modulo
p. A f�egy�tthat¢kat mindk�t t�nyez�ben kiser�lve c(a2, . . . , an)-re, a kapott g1(x1),
h1(x1) polinomokra teljes�lnek az (egyhat rozatlan£ polinomokra vonatkoz¢) Hensel-lemma felt�telei α = 1-re. A Hensel-lemma seg¡ts�g�vel �felemelve" ezt a felbont st egymodulo pβ vett felbont ss , megtal lhatjuk f∗(x1, a2, . . . , an) egy g∗1(x1)h∗1(x1) szorzatt 



28bont s t, amelyre g∗1(x1) ≡ g1(x1) (mod p) �s h∗1(x1) ≡ h1(x1) (mod p), ha van ilyen.Ezzel k = 1-re k�szen vagyunk.N�zz�k az induki¢s l�p�st. Tegy�k fel, hogy k-ra van egy (1) szerinti felbont sunk.Az f∗-b¢l xk+1 = y + ak+1, xk+2 = ak+2, . . . , xn = an helyettes¡t�sekkel kapott ~fkpolinom egy(2) ~fk(x, y, a′) ≡ ~gk,j(x, y)~hk,j(x, y) (mod (Sγ
k , yj , pβ))felbont s t szeretn�nk megkapni, ahol x = (x1, . . . , xk) �s a′ = (ak+2, . . . , an). Ez isinduki¢val megy: a j = 1 esetben az el�z� l�p�s eredm�nye adja a felbont st, egy�bk�ntpedig legyen

ek,j(x, y) = ~f(x, y, a′)− ~gk,j(x, y)~hk,j(x, y) = ck,j(x, y)yj .Az el�z� t�tel szerint kaphatunk olyan σk,j �s τk,j polinomokat, hogy
ck,j(x, 0) = σk,j(x)gk(x) + τk,j(x)hk(x).Legyen ~gk,j+1(x, y) = ~gk,j(x, y) + τk,j(x)yj , ~hk,j+1(x, y) = ~hk,j(x, y) + σk,j(x)yj . Ekkor~f(x, y, a′)− ~gk,j+1(x, y)~hk,j+1(x, y)

≡ ~f(x, y, a′)− ~gk,j(x, y)~hk,j(x, y)− ~gk,j(x, y)σk,j(x)yj − ~hk,j(x, y)τk,j(x)yj

≡ 0 (mod (Sγ
k , yj+1, pβ)).V�g�l vegy�k �szre, hogy a j = γ esetben (2)-b�l (1) megkaphat¢ k helyett k + 1-re.* 8.3.132.7. Megjegyz�s. Az eddig tanult m¢dszerek lehet�v� teszik, hogy Z felettit�bbhat rozatlan£ polinomokat p ronk�nt relat¡v pr¡m t�nyez�k szorzat ra bontsunk.Ezek persze lehetnek irreduibilis polinomok hatv nyai; az irreduibilis polinomokat ma-gukat (valahanyadik) gy�k�t vonva kaphatjuk meg. Ezt hat�konyan £gy tehetj�k meg,hogy egy kiv�tel�vel az �sszes v ltoz¢ hely�be be¡rva egy konstanst, valamely p p ratlanpr¡m modulusra Zp felett meghat rozzuk a megfelel� irreduibilis faktor k�p�t. Enneka k�pnek a �felemel�s�t" az eddig tanultakhoz hasonl¢an, de most Newton-iter i¢valv�gezhetj�k, amelynek k�t fajt j t kell kombin lnunk. Ismertet�s�kh�z sz�ks�g lesz aTaylor-formula algebrai v ltozat ra.* 8.3.132.8. Taylor-formula egyhat rozatlan£ polinomokra. Legyen R gy�r�,

f ∈ R[x℄ polinom. Ekkor az f(x + y) ∈ R[x, y℄ polinomra
f(x+ y) = f(x) + f ′(x)y + g(x, y)y2valamely g(x, y) ∈ R[x, y℄ polinommal.



29Bizony¡t s. Az f(x + y) polinom nyilv n egy�rtelm�en fel¡rhat¢
f(x + y) = h(x) + k(x)y + g(x, y)y2alakban, ahol h, k ∈ R[x℄ �s g ∈ R[x, y℄. Az y = 0 helyettes¡t�ssel h = f . Az y szerintdi�ereni lva,

f ′(x + y) = k(x) + 2yg(x, y) + l(x, y)y2,ahol l a g polinom y szerinti deriv ltja. Az y = 0 helyettes¡t�ssel k = f ′. �* 8.3.132.9. Ide l-adikus Newton-iter i¢. Tegy�k fel, hogy az F (u) = 0 algebraiegyenletet akarjuk megoldani, ahol p egy pr¡msz m �s F ∈ Zp[x1, x2, . . . , xn℄[u℄. A
{x1 − a1, x2 − a2, . . . xm − am} halmaz, ahol a1, a2, . . . , am ∈ Zp, az xi = yi + ai, 1 ≤
i ≤ m helyettes¡t�sekkel az S = {y1, y2, . . . , ym} halmazba, az F polinom pedig egy f ∈
Zp[x, y℄[u℄ polinomba megy  t, ahol y = (y1, y2, . . . , ym) �s x = (xm+1, xm+2, . . . , xn).Legyen u ∈ Zp[x, y℄ egy gy�ke az f(u) = 0 egyenletnek, �s ¡rjuk fel u-t

u(x, y) = ∑

|i|≤β

ei(x)yi, i ∈ Nmalakban. Tegy�k fel, hogy u1(x) = e(0,... ,0)(x) ismert; nyilv n f(u1) mod (S) = 0. Te-gy�k fel tov bb , hogy f ′(u1) mod (S) 6= 0, ahol a deriv l s u szerint �rtend�. Megmu-tatjuk, hogy ha az
uα(x, y) = ∑

|i|<α

ei(x)yi�α-ad rend� ide l-adikus k�zel¡t�s" ismert, akkor hogyan hat rozhat¢ meg uα+1(x, y).Mivel f(uα) mod (Sα) = 0,
f(uα) = ∑

|i|=α

ci(x, y)yi.Mivel
uα+1 = uα + ∑

|i|=α

ei(x)yi,�s a Taylor-formula szerint
f
(

uα +∑

|i|=α ei(x)yi
) = f(uα) + f ′(uα) ∑

|i|=α

ei(x)yi+ g
(

uα,
∑

|i|=α ei(x)yi
)(

∑

|i|=α

ei(x)yi
)2

,ahonnan mindk�t oldalt mod(Sα+1) tekintve,
f(uα+1) ≡ ∑

|i|=α

ci(x, 0)yi + (

f ′(uα) mod (S))(

∑

|i|=α

ei(x)yi
)

.



30Mivel f(uα+1) mod (Sα+1) = 0 �s f ′(uα) mod (S) = f ′(u1) mod (S), azt kapjuk, hogy0 ≡ ∑

|i|=α

ci(x, 0)yi + (

f ′(u1) mod (S))(

∑

|i|=α

ei(x)yi
)

.Innen
ei(x) = −ci(x, 0)

f ′(u1) mod (S)minden |i| = α-ra Zp[x℄-ben, �s az oszt snak marad�k n�lk�linek kell lenni.* 8.3.132.10. p-adikus Newton-iter i¢. Tegy�k fel, hogy az f(u) = 0 algebraiegyenletet akarjuk megoldani, ahol x = (x1, x2, . . . , xn) jel�l�ssel f ∈ Z[x℄[u℄. Legyen
u egy gy�k, p egy pr¡msz m, amir�l az egyszer�s�g kedv��rt feltessz�k, hogy p ratlan,reprezent ljuk a marad�koszt lyokat a legkisebb abszol£t �rt�k� marad�kkal, �s ¡rjuk fel
u-t p-alap£ sz mrendszerben:

u(x) = e0(x) + e1(x)p + e2(x)p2 + · · ·+ eβ(x)pβ ,ahol eα(x) ∈ Zp[x℄. Tegy�k fel, hogy u1(x) = e0(x) ismert; nyilv n f(u1) ≡ 0 (mod p).Tegy�k fel tov bb , hogy f ′(u1) mod p 6= 0, ahol a deriv l s u szerint �rtend�. Az
uα(x) = e0(x) + e1(x)p + e2(x)p2 + · · ·+ eα−1(x)pα−1�α-ad rend� p-adikus k�zel¡t�s" ismeret�ben eα, �s ¡gy uα+1 meghat rozhat¢: f(uα) ≡ 0(mod pα) �s a Taylor-formula szerint

f(uα + eαpα) = f(uα) + f ′(uα)eαpα + g(uα, eαpα)u2
αp2α,ahonnan

f(uα + eαpα)
pα

= f(uα)
pα

+ f ′(uα)eα + g(uα, eαpα)u2
αpα.Mivel f(uα+1) = f(uα + eαpα) ≡ 0 (mod pα+1), azt kapjuk, hogy0 ≡ f(uα)

pα
+ (

f ′(uα) mod p
)

eα (mod p),ahonnan, felhaszn lva, hogy f ′(uα) ≡ f ′(u1) (mod p), kapjuk, hogy
eα = −f(uα)/pα

f ′(u1) mod p

Zp[x℄-ben, �s az oszt snak marad�k n�lk�linek kell lenni.



31* 8.3.132.11. Legnagyobb k�z�s oszt¢ sz mol sa t�bbhat rozatlan£ polino-mokra. A faktoriz l sra tanult hat�kony elj r sok primit¡v polinomokra alkalmazhat¢k,a primit¡v r�sz k�pz�s�hez pedig az egy�tthat¢k legnagyobb k�z�s oszt¢j val v�gig kellosztani a polinomot. A legnagyobb k�z�s oszt¢ sz mol s ra raion lis t�rtf�ggv�nyekegyszer�s¡t�s�hez is sz�ks�g van; ez az egyik legfontosabb alkalmaz s.A Hensel-lemma seg¡ts�g�vel egy,  ltal ban m�g a szubrezult ns algoritmusn l ishat�konyabb elj r st adhatunk f, g ∈ Z[x1, x2, . . . , xn℄ legnagyobb k�z�s oszt¢j nak sz -mol s ra. Mint a szubrezult ns algoritmusn l l ttuk, feltehetj�k, hogy f �s g primit¡vpolinomok; ¡gy persze ez az elj r s is rekurz¡v lesz. Az alapgondolat, hogy tekint�nkegy alkalmas p p ratlan pr¡met �s a2, . . . , an eg�szeket, az S = {x2 − a2, . . . , xn − an}halmazra meghat rozzuk a Zp feletti f1 = f mod (S, p) �s g1 = f mod (S, p) egyhat ro-zatlan£ polinomok h1 legnagyobb k�z�s oszt¢j t, majd az f1 = h1 · (f1/h1) faktoriz l st�felemelve" egy f = h · (f/h) faktoriz l ss , ahol h ∈ Z[x1, x2, . . . , xn℄, rem�lj�k, hogy
h a legnagyobb k�z�s oszt¢. Mivel h|f , ha a felemel�s sikeres, oszt ssal sak azt kellellen�rizn�nk, hogy h|g teljes�l-e? Term�szetesen az (S, p) p rt £gy kell megv lasztani,hogy f1 illetve g1 foka ugyanannyi legyen, mint f illetve g foka x1-ben. �rdemes m�ga felemel�s el�tt legal bb k�t (S, p) p rt kipr¢b lni. Ha a h1 foka valamelyik esetbennagyobb, mint a m sikban, akkor azt a p rt elvetj�k, �s helyette £jat v lasztunk. Ha h1foka nulla, akkor a legnagyobb k�z�s oszt¢ 1. Ha deg(h1) = deg(f1) ≤ deg(g1), akkor
h = f lesz a felemel�s eredm�nye, j�het az oszt s. Ha az oszt s nem marad�k n�lk�li,akkor £jabb (S, p) p rral kell pr¢b lkoznunk.Ez az elj r s elakadhat, ha h1 �s f1/h1 nem relat¡v pr¡mek, mert ekkor a feleme-l�s nem lehets�ges. Term�szetesen megser�lhetj�k f �s g szerep�t, de ha g1/h1 �s h1sem relat¡v pr¡mek, akkor ez sem seg¡t. (�j (S, p) p r v laszt sa sem seg¡t, ha f �s glegnagyobb k�z�s oszt¢ja nem relat¡v pr¡m sem f -hez, sem g-hez.) Tal lhatunk viszontolyan k, m ∈ Z eg�szeket, hogy kf +mg mod (S, p) �s h1 h nyadosa valamint h1 relat¡vpr¡mek. Ezek szorzat t felemelve kf +mg egy szorzatfelbont s v , kapjuk h-t.
• 296/3 :

<m ny. Az f ∈ R[x1, x2, . . . , xn℄ polinomot szimmetrikus polinomnak nevezz�k, ha ahat rozatlanok tetsz�leges permut i¢j ra ugyanaz marad, azaz ha b rmely σ ∈ Sn-re
f(xσ1 , xσ2 , . . . , xσn

) = f(x1, x2, . . . , xn).
>m ny. Az f ∈ R[x1, x2, . . . , xn℄ polinomot szimmetrikus polinomnak nevezz�k, ha b r-mely k�t hat rozatlan megser�l�sekor ugyanaz marad. (Ha ilyenkor a polinom az ellen-tettj�re v ltozik, akkor altern l¢ polinomnak nevezz�k.)

• 302/11 :
<i¢ egys�ge a bit, �s ilyenkor logr pi helyett egyszer�en log pi-t ¡runk. T�bbnyire nem az
>



32i¢ egys�ge a bit, �s ilyenkor logr pi helyett egyszer�en log pi-t ¡runk; term�szetes loga-ritmus eset�n az inform i¢ egys�ge a nat, tizes alap£ logaritmus eset�n pedig a hartley .T�bbnyire nem az
• 304/19 :

<juk.)
>juk.) Angol nyelv� ¡rott sz�vegek inform i¢tartalm t shannonlaudeelwoodShannon,Claude Elwood (1916{2001)Shannon bet�nk�nt 1 bitre bes�lte, n�met nyelvn�l 1,3 bitrebes�lik.

• 328/9 :
<jell�, a kvant l si f�ggv�ny inverz�t kell alkalmaznunk.
>jell�, a kvant l si f�ggv�ny inverz�t kell alkalmaznunk. A villamosm�rn�k�k egy�bk�nt ajelteljes¡tm�ny �s a zajteljes¡tm�ny h nyados nak m�r�s�re annak tizes alap£ logaritmu-s t, a Belt, vagy ink bb a tizedr�sz�t, a deibelt (dB) haszn lj k. N�h ny jellemz� jel/zajviszony besz�d tviteln�l: 10 dB m�g �rthet�; 20 dB haszn lhat¢ telefon�sszek�ttet�s; 40dB r di¢ min�s�g; 60 dB igen j¢ zenei min�s�g.

• 348/13 :
<neh�z; egyel�re ezeket f�leg az �rt vk�zl�sben haszn lj k.)
>neh�z; egyel�re ezeket f�leg az �rt vk�zl�sben haszn lj k.) Anal¢g  tvitel eset�n a sa-tornakapait s az f logr(P/Pz) �sszef�gg�ssel bes�lhet�, ahol f a satorna s vsz�less�ge,

P a (teljes, a zajt is tartalmaz¢) jelteljes¡tm�ny, Pz pedig a zajteljes¡tm�ny. Ha a sa-tornakapait st bit/s-ban azaz baudban akarjuk megkapni, akkor r = 2, �s log(P/Pz) adB-ben m�rt jel/zaj viszonynak kb. harmada. P�ld ul morzejeln�l, ha egy pont hossza20 ms, akkor a frekvenia 25 Hz. Kisit nagyobb, 40 Hz s vsz�less�ggel sz molva, ha10 dB a sz�ks�ges jel/zaj viszony, akkor a t v¡r¢satorna kapait sa ≈ 133 bit/s, azazbaud. A telefon tvitel s vsz�less�ge ≈ 3 kHz, a Hi�  tvitel� ≈ 20 kHz satorn nk�nt, afekete-feh�r telev¡zi¢� 5 MHz, a szines� 6,5 MHz. Fekete-feh�r Tv-n�l minimum 35 dB,szinesn�l 45 dB jel/zaj viszony sz�ks�ges.
• 348/17 :

<olyan nagy lenne a k¢dszavak sz ma. A t�tel fontoss ga m�gis felbes�lhetetlen, ugyanis
>olyan nagy lenne a k¢dszavak sz ma. (A bizony¡t s alapgondolata, hogy nagyon hossz£k¢doland¢- �s k¢dszavak eset�n el�g sok olyan k¢dol s van, amelynek el�g nagy a t -vols ga, ¡gy v�letlenszer�en v lasztva k¢dol st, tal lhatunk alkalmas k¢dot.) A t�telfontoss ga m�gis felbes�lhetetlen, ugyanis
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• 350/−14 :

<k¢dszavak halmaza. Ez�rt a k¢dszavak halmaz t ak r a g, ak r a H lek�pez�s megadja.
>k¢dszavak halmaza. Ez�rt a k¢dszavak halmaz t ak r a G, ak r a H lek�pez�s megadja.

• 350/−10 :
<m trix t, H m trixa oszlopainak line ris kombin i¢j t kapjuk.
>oszlopm trix t, H m trixa oszlopainak line ris kombin i¢j t kapjuk.

• 353/13 :
<ris k¢dol st polinomk¢dol snak nevezz�k, g(x) a k¢d gener torpolinomja, a k¢dszvak a
>ris k¢dol st polinomk¢dol snak nevezz�k, g(x) a k¢d gener torpolinomja, a k¢dszavak a

• 355/14 :
<s k az  b��t ennek elemei, a K elemsz m t jel�lje q. Legyen Legyen 0 6= α ∈ K multip-
>s k az  b��t ennek elemei, a K elemsz m t jel�lje q. Legyen 0 6= α ∈ K multip-

• 384/−17 :
<ezek tartalma is eg�sz sz m. Van m�g egy programmem¢ria, ennek rekeszei term�szetes
>ezek tartalma is eg�sz sz m. Van m�g egy programmem¢ria, ennek rekeszei term�szetes

• 386/18 :
<(fel�lde�ni lhat¢) szimbolikus ¡mkeszimbolikus ¡mk�ket haszn lunk, azaz a ¡mke egy
>(fel�lde�ni lhat¢) szimbolikus ¡mk�ket haszn lunk, azaz a ¡mke egy

• 399/−18 :
<T�bbet fogunk bel tni, k�t ir nyban is �les¡tve az  ll¡t st El�sz�r megmutatjuk, hogy
>T�bbet fogunk bel tni, k�t ir nyban is �les¡tve az  ll¡t st. El�sz�r megmutatjuk, hogy
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• 411/−11 :

<nek bizony¡t sa azon m£lik, hogy siker�lt megmutatni, a �kiel�g¡thet�s�g" probl m ja
>nek bizony¡t sa azon m£lik, hogy siker�lt megmutatni, a �kiel�g¡thet�s�g" probl�m ja

• 414/5 :
<: Feynman Letures on Computation. Addison-Wesley, 1996.
>: Feynman Letures on Computation. Addison-Wesley, 1996.

• 414/−10 :
<
>Hainzmann J. { Varga S. { Zoltai J.: Elektronikus  ramk�r�k. Nemzeti Tank�nyvkiad¢,Budapest, 2000.

• 414/5 :
<Haj¢s Gy�rgy: A geometria alapjai. Nemzeti Tank�nyvkiad¢, Budapest, 1999.
>Haj¢s Gy.: A geometria alapjai. Nemzeti Tank�nyvkiad¢, Budapest, 1999.

• 415/8 :
<
>Kov s F. F.: Az informatika VLSI  ramk�rei. P zm ny Egyetem Elektronikus Kiad¢,2004.

• 416/−11 :
<Sz�kelyhidi L szl¢: Erd�s Jen� v logatott el�ad sai. Debreeni Egyetem MatematikaiInt�zet, 2004.
>Sz�kelyhidi L.: Erd�s Jen� v logatott el�ad sai. Debreeni Egyetem Matematikai Int�-zet, 2004.


