
• 9/19 . . .21 :
<A logikai formul k (vagy mondatok) az adott elm�let predik tumaib¢l �p�lnek fel a ¬(�nem"), ∧ (��s"), ∨ (�vagy"), ⇒ (�ha . . . akkor . . . ") �s ⇐⇒ (�akkor �s sak akkor"vagy �pontosan akkor") logikai jelek, valamint a k�t kvantor, a ∃ (�l�tezik" vagy �van
>A logikai formul k (vagy mondatok) az adott elm�let predik tumaib¢l �p�lnek fel a ¬(�nem", idegen sz¢val neg i¢), ∧ (��s", idegen sz¢val konjuki¢), ∨ (megenged� �vagy",idegen sz¢val diszjunki¢), ⇒ (�ha . . . akkor . . . ", implik i¢) �s ⇐⇒ (�akkor �ssak akkor" vagy �pontosan akkor", ekvivalenia), ⊕ (kiz r¢ �vagy", gyakrabban �vagy

. . . vagy . . . ": pontosan az egyik), | (�sem . . . sem . . . "), ‖ (�sszef�rhetetlen �vagy",gyakrabban �vagy . . . vagy . . . ": legfeljebb az egyik, de lehet, hogy egyik se) logikaijelek, valamint a k�t kvantor, a ∃ (�l�tezik" vagy �van
• 9/−14 :

<f�lre�rt�st, akkor a formula fel¡r s b¢l elhagyhatunk z r¢jeleket.
>f�lre�rt�st, akkor a formula fel¡r s b¢l elhagyhatunk z r¢jeleket.N�ha kevesebb logikai jelet illetve kvantort haszn lunk. Ekkor az adott logikai jel-lel/jelekkel illetve kvantorral/kvantorokkal fel¡rhat¢ logikai formul kr¢l besz�l�nk.

• 10/−10 :
<dez� nyelv haszn latakor predik tumokkal de�ni lnunk kell, amit k�rdezni szeretn�nk.
>dez� nyelv haszn latakor predik tumokkal de�ni lnunk kell, amit k�rdezni szeretn�nk.N�ha nem is olyan k�nny� eld�nteni, hogyan formaliz ljunk valamit. P�ld ul amagyar nyelv� mondatok formaliz l s n l gondot okozhat a vagy h romf�le haszn lata.Az �Ǒtok re , ki gy vas gb¢l Vagy lustas gb¢l elmarad" mondatban a vagy megenged��rtelm�, a �Vagy bolondok vagyunk s elvesz�nk egy sz lig, Vagy ez a mi hit�nk val¢s grav lik" mondatban kiz r¢, a �vagy iszol, vagy vezetsz" mondatban pedig �sszef�rhetetlen�rtelm�. L sd Quine [68℄ k�nyv�nek r�szletes elemz�seit. A matematik ban a vagylegt�bbsz�r megenged� �rtelm�.

• 12/−13 :
<Az axiomatikus alapfogalmakat nem de�ni ljuk. Ezeken azt �rthet�nk, amit aka-runk, sak arra kell �gyeln�nk, hogy az axi¢m k a mi olvasatunkban is igazak ma-radjanak. A bizony¡t sok menet�t az �rtelmez�s nem befoly solja, hiszen a fogalmakszeml�letes jelent�s�t am£gy sem haszn lhatjuk fel a t rgyal s sor n. Ha p�ld ul va-laki a geometriai �t�r", �pont", �egyenes", �s¡k" stb. fogalma alatt ezeknek sak egyadott g�mb belsej�be es� r�szeit �rti, akkor a geometriai t�telek nagy r�sze igaz marad



0.1. Szakaszok egyenl�s�ge a Cayley{Klein-modellbenvagy �rdekesen m¢dosul az axiomatikus alapfogalmak �gyes �rtelmez�se eset�n (Cayley{Klein-modell, l sd Haj¢s Gy�rgy [32℄, 130. oldal). Az 1.1.  bra a szakaszok egyenl�s�g�tszeml�lteti.Tal n m�g meglep�bb, hogy ha �pont" alatt egy f�ggv�nyt, az f �s g �pontokon" tmen� �egyenesen" a λ·f+(1−λ)·g f�ggv�nyek halmaz t �rtj�k (ahol λ tetsz�leges val¢ssz m), akkor is �rtelmes matematik t kapunk, amely n�mik�pp a geometri ra eml�keztet,p�ld ul a h romsz�g oldalaira tanult egyenl�tlens�gek is �rv�nyesek maradnak.
>Ha p�ld ul valaki a geometriai �pont" alatt (X,Y ) p rokat �rt, ahol X �s Y isa �p ros" vagy �p ratlan" fogalom lehet, r�vid¡tve e, illetve e, egyenes alatt pedig

AX + BY = C alak£ egyenleteket, ahol az A, B, C egy�tthat¢k mindegyike e vagy
o lehet, de A �s B nem lehet mindkett� e, illeszked�s alatt pedig azt �rti hogy az (X,Y )pont koordin t i kiel�g¡tik az adott egyenletet, akkor olyan geometri hoz jut, amelyben 4pont �s 6 egyenes van, teljes�l, hogy b rmely k�t k�l�nb�z� pontra egy �s sak egy egye-nes illeszkedik, teljes�l a p rhuzamoss gi axi¢ma, �s m�g n�h ny m s axi¢ma is, p�ld ul,hogy l�tezik h rom olyan pont, amely nem fekszik egy egyenesen. Ebben a geometri -ban is �rv�nyes minden olyan t�tel, amelynek bizony¡t s hoz sak ezeket az axi¢m kathaszn ltuk fel. Ehhez hasonl¢ v�ges geometri k szerepet j tszanak a k¢dol selm�letben.
• 13/−6 :

<Ezek helyett Bolyai Farkas azt az  ll¡t st vette axi¢m nak, hogy �h rom pont vagyegy egyenesen, vagy egy k�r�n van". (Ennek el�nye, hogy teljes k�rt m r mindenki l tott| b r 3 milli¢ f�ny�v sugar£ k�rt m�g egyik�nk sem.)Ha az el�bbi  ll¡t sok b rmelyik�t hozz vessz�k Eukleid�sz t�bbi axi¢m j hoz (az£gynevezett marad�k axi¢marendszerhez), ugyanazt a geometri t kapjuk: b rmelyik



rendszerben bizony¡that¢ a t�bbi t�tel igazs ga. Ez�rt aligha megalapozott egyiket vagym sikat egyszer�bbnek vagy bonyolultabbnak tartani a t�bbin�l | ink bb arr¢l van sz¢,hogy melyikhez szoktunk hozz , hogy a kezd� m�g nem �rz�keli egyik-m sik  ll¡t s s£ly t.Bolyai J nos a marad�k axi¢marendszerb�l �p¡tette fel abszol£t geometri j t. Az1.1.  bra az euklideszi s¡kban fekszik, �s egy£ttal a hiperbolikus s¡kgeometria egy lehet-s�ges modellje, teh t ha a Bolyai-geometri ban van ellentmond s, akkor az euklideszibenis van. A ford¡tott ir ny£  ll¡t s is bizony¡that¢.
>Ezek helyett Bolyai Farkas azt az  ll¡t st vette axi¢m nak, hogy �h rom pont vagyegy egyenesen, vagy egy k�r�n van".Ha az el�bbi h rom  ll¡t s b rmelyik�t hozz vessz�k Eukleid�sz t�bbi axi¢m j hoz(az £gynevezett marad�k axi¢marendszerhez), ugyanazt a geometri t kapjuk: b rmelyikrendszerben bebizony¡that¢ a m sik k�t  ll¡t s.

• 16/−7 :
<mondjuk, hogy a halmazrendszer diszjunkt. Ha a halmazrendszer b rmely k�t halma-
>mondjuk, hogy a halmazrendszer diszjunkt. Ha a halmazrendszer b rmely k�t k�l�nb�z�halma-

• 20/4 :
<ir ny¡tott �l x-b�l y-ba (azaz rajzoljunk egy x-b�l y-ba vezet� nyilat), ha (x, y) ∈ R.
>ir ny¡tott �l x-b�l y-ba (azaz rajzoljunk egy x-b�l y-ba vezet� nyilat), ha (x, y) ∈ R.L sd az 1.3.  br t.

• 20/16 :
<rel i¢t �rtj�k.
>rel i¢t �rtj�k. L sd az 1.4.  br t.

• 20/−1 :
<rel i¢t �rtj�k. (Egyesek ford¡tva, S◦R-et ¡rnak; a fenti jel�l�s el�nye, hogy ezzel b rmely

A halmazra R(

S(A)) = (R ◦ S)(A).)
>rel i¢t �rtj�k. L sd az 1.5.  br t. (Egyesek ford¡tva, S◦R-et ¡rnak; a fenti jel�l�s el�nye,hogy ezzel b rmely A halmazra R(

S(A)) = (R ◦ S)(A).)
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0.2.  bra: dmn �s rng, rel i¢ X �s Y k�z�tt, X-beli rel i¢.
• 21/12 :

<De�n¡i¢. Legyen R egy X-beli bin�r rel i¢. Azt mondjuk, hogy R(1) tranzit¡v , ha minden x, y, z-re (x, y) ∈ R �s (y, z) ∈ R eset�n (x, z) ∈ R;(2) intranzit¡v , ha minden x, y, z-re (x, y) ∈ R �s (y, z) ∈ R eset�n (x, z) /∈ R;(3) szimmetrikus, ha minden x, y-ra (x, y) ∈ R eset�n (y, x) ∈ R;(4) antiszimmetrikus, ha minden x, y-ra (x, y) ∈ R �s (y, x) ∈ R eset�n x = y;(5) szigor£an antiszimmetrikus, ha minden x, y-ra (x, y) ∈ R eset�n (y, x) /∈ R;(6) reex¡v , ha minden x ∈ X eset�n (x, x) ∈ R;(7) irreex¡v , ha minden x ∈ X eset�n (x, x) /∈ R;(8) trihotom, ha minden x, y ∈ X eset�n x = y, (x, y) ∈ R �s (y, x) ∈ R k�z�l pontosanegy teljes�l;(9) dihotom, ha minden x, y ∈ X eset�n (x, y) ∈ R vagy (y, x) ∈ R (esetleg mindkett�),azaz b rmely k�t elem �sszehasonl¡that¢.Vegy�k �szre, hogy az els� �t tulajdons g sak R-t�l, m¡g az utols¢ n�gy R-t�l �s
X-t�l is f�gg, ¡gy ezek az (R,X) p r tulajdons gai.A bin�r rel i¢ de�n¡i¢j n l eml¡tett p�ld k k�z�tt mindegyik felt�tel teljes�l�s�re�s nem teljes�l�s�re is tal lhatunk p�ld t.
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0.3.  bra: rel i¢ inverze, halmaz k�pe, rel i¢ megszor¡t sa.
>De�n¡i¢. Legyen R egy X-beli bin�r rel i¢. Azt mondjuk, hogy R(1) tranzit¡v , ha minden x, y, z-re (x, y) ∈ R �s (y, z) ∈ R eset�n (x, z) ∈ R;(2) szimmetrikus, ha minden x, y-ra (x, y) ∈ R eset�n (y, x) ∈ R;(3) antiszimmetrikus, ha minden x, y-ra (x, y) ∈ R �s (y, x) ∈ R eset�n x = y;(4) szigor£an antiszimmetrikus, ha minden x, y-ra (x, y) ∈ R eset�n (y, x) /∈ R;(5) reex¡v , ha minden x ∈ X eset�n (x, x) ∈ R;(6) irreex¡v , ha minden x ∈ X eset�n (x, x) /∈ R;(7) trihotom, ha minden x, y ∈ X eset�n x = y, (x, y) ∈ R �s (y, x) ∈ R k�z�l pontosanegy teljes�l;(8) dihotom, ha minden x, y ∈ X eset�n (x, y) ∈ R vagy (y, x) ∈ R (esetleg mindkett�),azaz b rmely k�t elem �sszehasonl¡that¢.Vegy�k �szre, hogy az els� n�gy tulajdons g sak R-t�l, m¡g az utols¢ n�gy R-t�l �s

X-t�l is f�gg, ¡gy ezek az (R,X) p r tulajdons gai.A bin�r rel i¢ de�n¡i¢j n l mindegyik tulajdons g teljes�l�s�re tal lunk p�ld t, �sa (2){(8) tulajdons gok nem teljes�l�s�re is tal lunk p�ld t. Nem tranzit¡v a s¡k pontjaik�z�tt az a rel i¢, hogy legfeljebb 1 t vols gra vannak.



S R R ◦ S0.4.  bra: k�t rel i¢ kompoz¡i¢ja.
• 22/1 :

<T�tel. Valamely X halmazon �rtelmezett ∼ ekvivaleniarel i¢ X-nek egy oszt ly-felbont s t adja. Megford¡tva, az X halmaz minden oszt lyfelbont sa egy ∼ ekvivalen-iarel i¢t hoz l�tre.Bizony¡t s. Legyen ∼ egy X-beli ekvivaleniarel i¢, �s legyen ~x = {y ∈ X :
y ∼ x} az X halmaz x eleme seg¡ts�g�vel de�ni lt r�szhalmaza. Megmutatjuk, hogy az~X = {~x : x ∈ X} halmaz az X egy oszt lyoz sa. Mivel ∼ reex¡v, x ∈ ~x, vagyis az ~xr�szhalmaz nem �res, �s az X halmaz minden x eleme benne van a ~X valamely elem�ben,p�ld ul ~x-ban. Csak azt kell bel tnunk, hogy a k�l�nb�z� r�szhalmazok metszete �res.Ha ~x ∩ ~y 6= ∅, akkor legyen z a metszet egy eleme. Ekkor z ∼ x �s z ∼ y, amib�l aszimmetria �s a tranzitivit s miatt x ∼ y. Ha most w ∈ ~x, akkor a tranzitivit s miatt
w ∈ ~y. Hasonl¢an, a szimmetria �s a tranzitivit s miatt, ha w ∈ ~y, akkor w ∈ ~x. Aztkaptuk teh t, hogy ~x = ~y, azaz ha k�t r�szhalmaznak van k�z�s eleme, akkor azonosak,vagyis a k�l�nb�z� ~x r�szhalmazok diszjunktak, ez�rt val¢ban azX egy oszt lyfelbont s tkaptuk, �s ~x az x-et tartalmaz¢ oszt ly.Megford¡tva, legyen O az X egy oszt lyoz sa. Legyen

R = {(x, y) ∈ X ×X : x �s y az O ugyanazon halmaz nak elemei}.Ez az R nyilv n reex¡v, szimmetrikus �s mivel az oszt lyok p ronk�nt diszjunktak,tranzit¡v is, teh t ekvivaleniarel i¢. �



Vegy�k �szre, hogy ha egy ekvivaleniarel i¢b¢l k�pezz�k a fentiek szerint hozz tartoz¢ oszt lyoz st, majd abb¢l a hozz  tartoz¢ ekvivaleniarel i¢t, akkor az eredetirel i¢t kapjuk vissza. Hasonl¢an, ha egy oszt lyoz sb¢l k�pezz�k a hozz  tartoz¢ ekvi-valeniarel i¢t, majd ebb�l a megfelel� ekvivaleniaoszt lyokat, akkor az eredeti oszt -lyoz st kapjuk vissza.
>T�tel. Valamely X halmazon �rtelmezett ∼ ekvivaleniarel i¢ eset�n a ~x = {y ∈

X : y ∼ x}, x ∈ X ekvivaleniaoszt lyok X-nek egy ~X = X/ ∼ oszt lyoz s t adj k.Megford¡tva, az X halmaz b rmely O oszt lyoz sa eset�n az ∪{Y × Y : Y ∈ O} rel -i¢ ekvivaleniarel i¢, amelyhez tartoz¢ ekvivaleniaoszt lyok halmaza O. Hasonl¢an,ha egy ekvivaleniarel i¢ra k�pezz�k az ekvivaleniaoszt lyokat, majd ebb�l a hozz tartoz¢ ekvivaleniarel i¢t, akkor az eredeti rel i¢t kapjuk vissza.Bizony¡t s. Legyen ∼ egy X-beli ekvivaleniarel i¢, �s legyen ~x = {y ∈ X :
y ∼ x} az X halmaz x elem�nek ekvivaleniaoszt lya. Azt kell megmutatnuk, hogy az~X = {~x : x ∈ X} halmaz az X egy oszt lyoz sa. Mivel ∼ reex¡v, x ∈ ~x, vagyis az ~xr�szhalmaz nem �res, �s az X halmaz minden x eleme benne van a ~X valamely elem�ben,p�ld ul ~x-ban. M r sak azt kell bel tnunk, hogy a k�l�nb�z� ekvivaleniaoszt lyokmetszete �res. Ha ~x ∩ ~y 6= ∅, akkor legyen z a metszet egy eleme. Ekkor z ∼ x �s
z ∼ y, amib�l a szimmetria �s a tranzitivit s miatt x ∼ y. Ha most w ∈ ~x, akkor atranzitivit s miatt w ∈ ~y. Hasonl¢an, a szimmetria �s a tranzitivit s miatt, ha w ∈ ~y,akkor w ∈ ~x. Azt kaptuk teh t, hogy ~x = ~y, azaz ha k�t r�szhalmaznak van k�z�s eleme,akkor azonosak, vagyis a k�l�nb�z� ~x r�szhalmazok diszjunktak, ez�rt val¢ban az X egyoszt lyoz s t kaptuk, �s ~x az x-et tartalmaz¢ oszt ly.Megford¡tva, legyen O az X egy oszt lyoz sa, �s legyen R∪ {Y ×Y : Y ∈ O}. Nyil-v n (x, y) ∈ R pontosan akkor teljes�l, ha x �s y az O ugyanazon halmaz nak elemei. Ezaz R nyilv n reex¡v, szimmetrikus �s mivel az oszt lyok p ronk�nt diszjunktak, tranzit¡vis, teh t ekvivaleniarel i¢. Az is nyilv nval¢, hogy ha egy oszt lyoz sb¢l k�pezz�k ahozz  tartoz¢ ekvivaleniarel i¢t, majd ebb�l a megfelel� ekvivaleniaoszt lyokat, akkoraz eredeti oszt lyoz st kapjuk vissza, �s ford¡tva, ha egy ekvivaleniarel i¢b¢l k�pezz�ka fentiek szerint hozz  tartoz¢ oszt lyoz st, majd abb¢l a hozz  tartoz¢ ekvivaleniare-l i¢t, akkor az eredeti rel i¢t kapjuk vissza. �

• 24/9 :
<egy�rtelm� maxim lis eleme, akkor azt maxX-szel jel�lj�k.
>egy�rtelm� maxim lis eleme, akkor azt maxX-szel jel�lj�k.

◦ P�lda. Tekints�k az {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} halmazon az �oszt¢ja" r�szbenrendez�st.A 1.6.  br n ennek Hasse-diagrammja l that¢ k�t alakban. Itt 1 legkisebb �s minim -lis elem, 5, 6, 7 �s 8 maxim lis elemek, de egyik sem legnagyobb; {1, 2, 4, 8} l n, de
{1, 2, 3, 6} nem; a 2 k�zvetlen�l megel�zi 4-et, de 8-at nem.
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0.5.  bra: Hasse-diagramm k�t alakban.
• 24/−16 :

<J¢lrendez�s. Egy X r�szben rendezett halmazt j¢lrendezettnek, a rendez�s�t pedigj¢lrendez�snek nevezz�k, ha X b rmely nem �res r�szhalmaz nak van legkisebb eleme.J¢lrendezett halmaz mindig rendezett.
>J¢lrendez�s. Egy X rendezett halmazt j¢lrendezettnek, a rendez�s�t pedig j¢lren-dez�snek nevezz�k, ha X b rmely nem �res r�szhalmaz nak van legkisebb eleme.

• 28/−10 :
<zett f�ggv�nyt) �szorz¢t bl val" is megadhatunk: az els� oszlopba a baloldali operandus,
>zett f�ggv�nyt)m�veleti t bl val is megadhatunk: az els� oszlopba a baloldali operandus,

• 28/−8 :
<

◦ Desartes-szorzatok �s rel i¢k. Az X1 �s X2 halmazok Desartes-szorzat tmint az �sszes (x1, x2), x1 ∈ X1, x2 ∈ X2 rendezett p rok halmaz t de�ni ltuk. L�tezikegy term�szetes, k�ls�n�sen egy�rtelm� megfeleltet�s X1 × X2 elemei �s az {1, 2}-velindexezett olyan sal dok k�z�tt, amelyekre x1 ∈ X1 �s x2 ∈ X2. Ennek megfelel�en,ha az (x1, x2, . . . , xn) elem n-eseket az {1, 2, . . . , n} halmaz, azaz N+-nak az n ∈ N+-n lnem nagyobb elemei  ltal indexelt sal dokkal azonos¡tjuk, akkor az X1×X2× · · · ×XnDesartes-szorzatot mint az �sszes olyan xi, i ∈ {1, 2, . . . , n} sal dok halmaz t de�ni- lhatjuk, amelyekre xi ∈ Xi, ha i ∈ {1, 2, . . . , n}. Ilyen szorzathalmazok r�szhalmazait
n-v ltoz¢s rel i¢knak nevezz�k. Tetsz�leges kapsolatokat rel i¢kkal ¡rhatunk le, ez�rta rel i¢k fontos szerepet j tszanak az adatb zis-kezel� rendszerekben. Egy Desartes-szorzaton �rtelmezett f�ggv�nyt szok s egy�bk�nt t�bbv ltoz¢s f�ggv�nynek is nevezni.Megjegyezz�k, hogy egy f t�bbv ltoz¢s f�ggv�nynek (x1, x2, . . . , xn)-hez rendelt �rt�k�tmindenki f(x1, x2, . . . , xn)-nel jel�li f((x1, x2, . . . , xn)) helyett. Ha X1 = X2 = · · · =
Xn = X , akkor X1 × X2 × · · · × Xn helyett Xn-et szok s ¡rni. Ennek a halmaznak



a r�szhalmazait X-beli rel i¢knak, esetleg homog�n rel i¢knak nevezz�k. T�bbv lto-z¢s f�ggv�nyek eset�n is el�fordul, hogy a v ltoz¢kat als¢ indexk�nt ¡rjuk. P�ld ul aKroneker-f�le δ-f�ggv�nyt a δx,y = 1, ha x = y �s δx,y = 0, ha x 6= y �sszef�gg�sekkelde�ni ljuk (x, y ∈ X).Nins sz�ks�g�nk a term�szetes sz mokra, ha tov bb  ltal nos¡tjuk a halmazok szor-zat nak fogalm t.Desartes-szorzat. Legyen Xi, i ∈ I egy halmazsal d. A halmazsal dhoz tarto-z¢ kiv laszt si f�ggv�nynek nevezz�k azokat az x : I → ∪i∈IXi f�ggv�nyeket, amelyekre
xi ∈ Xi minden i ∈ I-re. Az Xi, i ∈ I halmazsal d ×i∈IXi Desartes-szorzata ahalmazsal dhoz tartoz¢ �sszes kiv laszt si f�ggv�nyek halmaza. Ha nem okozhat f�l-re�rt�st, sak ×iXi-t ¡runk. Vil gos, hogy ha van olyan i ∈ I, amelyre Xi = ∅, akkornins kiv laszt si f�ggv�ny, ¡gy ×iXi = ∅. Ha I = ∅, akkor viszont az �res f�ggv�nykiv laszt si f�ggv�ny, ¡gy ×iXi = {∅}. Ha minden i ∈ I-re Xi = X , akkor XI-t ¡runk
×i∈IXi helyett. �gy XI az �sszes I-t X-be k�pez� f�ggv�nyek halmaza. Ha I = ∅, ak-kor XI = {∅}, ha pedig I = {i}, akkor l�tezik egy term�szetes, k�ls�n�sen egy�rtelm�lek�pez�se XI -nek X-re, pontatlanul fogalmazva XI azonos¡that¢ X-szel.Ha J ⊂ I, akkor az x 7→ x|J lek�pez�st ×i∈IXi-nek ×j∈JXj-be val¢ projeki¢j naknevezz�k. Ha J = {j}, akkor ez az x 7→ xj lek�pez�ssel azonos¡that¢, �s j-edik projek-i¢nak nevezz�k.

>Rel i¢ �s Desartes-szorzat  ltal nos esetben. Sokfajta kapsolatot ¡rha-tunk le rel i¢kkal, ez�rt az  ltal nos rel i¢fogalom fontos szerepet j tszik az adatb zis-kezel� rendszerekben. Tekints�k bizonyos �jellemz�k" vagy �nevek" (�attributumok")egy I halmaz t. P�ld ul egy szem�lyi t�rzs llom ny eset�n egy ember le¡r s ra az al bbijellemz�k halmaz t haszn lhatjuk:
I = {szem�lyi sz m, n�v, lak¡m, v�gzetts�g}.Minden i ∈ I-hez hozz rendelj�k az adott attributumhoz rendelhet� �rt�kek Xi halma-z t, p�ld ul Xszem�lyi sz m lehet a 11 jegy� deim lis sz mok halmaza. Tekints�nkegy

x : I 7→ ∪i∈IXif�ggv�nyt, amelyre xi ∈ Xi minden i ∈ I-re. Egy ilyen f�ggv�nyt az informatik ban azXi(i ∈ I) indexelt sal dhoz tartoz¢ rekordnak nevez�nk: I elemei a mez�nevek, xi pediga rekordnak az i nev� mez�je. Az Xi (i ∈ I) indexelt sal dhoz tartoz¢ rekordoknakegy tetsz�leges halmaz t az adott Xi (i ∈ I) indexelt sal dhoz tartoz¢ adatt bl naknevezz�k. A gyakorlatban a mez�neveket persze sak egyszer t roljuk le valamilyensorrendben, �s ugyanebben a sorrendben t roljuk az egyes rekordok mez�it. Az al bbi



t bl zat egy adatt bl t mutat:szem�lyi sz m n�v lak¡m v�gzetts�g15106111888 Vass Oxid Arad egyetem17806111888 Czink Szulfid Budapest egyetem17809171888 Arany Klorid Budapest szakiskola18809151888 Radon Fluorid Debreen szakiskola... ... ... ...Ǒltal nosabban, a matematika nyelv�n fogalmazva, legyen Xi, i ∈ I egy tetsz�legesindexelt halmazsal d. A halmazsal dhoz tartoz¢ kiv laszt si f�ggv�ny minden olyan
x : I → ∪i∈IXi f�ggv�ny, amelyre xi ∈ Xi minden i ∈ I-re. Az Xi (i ∈ I) halmazsa-l dhoz tartoz¢ rel i¢n kiv laszt si f�ggv�nyek egy tetsz�leges halmaz t �rtj�k. Legyena halmazsal d Desartes-szorzata a halmazsal dhoz tartoz¢ �sszes kiv laszt si f�gg-v�nyek halmaza. Ha nem okozhat f�lre�rt�st, sak ×iXi-t ¡runk. K�telem� I eset�n abin�r rel i¢ fogalm t, illetve k�t halmaz Desartes-szorzat t kapjuk vissza, ha az I egyikelem�hez rendelt �rt�ket els� koordin t nak, a m sikhoz rendelt �rt�ket pedig m sodikkoordin t nak tekintj�k.Vil gos, hogy ha van olyan i ∈ I, amelyre Xi = ∅, akkor nins kiv laszt si f�ggv�ny,¡gy ×iXi = ∅. Ha I = ∅, akkor viszont az �res f�ggv�ny az egyetlen kiv laszt si f�ggv�ny,¡gy ×iXi = {∅}. Ha minden i ∈ I-re Xi = X , akkor -t ¡runk ×i∈IXi helyett. �gy
XI az �sszes I-t X-be k�pez� f�ggv�nyek halmaza. (Ezt a jel�l�st tetsz�leges X �s Ihalmazok eset�n haszn ljuk a tov bbiakban.) Ennek a halmaznak a r�szhalmazaitX-belirel i¢knak vagy homog�n rel i¢knak nevezz�k. Most is ha I = ∅, akkor XI = {∅}.Ha I egyelem�, I = {i}, akkor {(i, x)} 7→ x egy term�szetes, k�ls�n�sen egy�rtelm�lek�pez�se XI -nek X-re, pontatlanul fogalmazva XI azonos¡that¢ X-szel.Ha J ⊂ I, akkor az x ∈ ×iXi kiv laszt si f�ggv�nyekre �rtelmezett x 7→ x|J lek�-pez�st ×i∈IXi-nek ×j∈JXj-be val¢ vet¡t�s�nek, idegen sz¢val projeki¢j nak nevezz�k.Ha J egyelem�, J = {j}, akkor ez a pj : x 7→ xj lek�pez�ssel azonos¡that¢, amit j-edikprojeki¢nak nevez�nk. Egy ×i∈IXi-be k�pez� f f�ggv�nyre fj = pj ◦ f az f f�ggv�ny
j-edik koordin taf�ggv�nye.Ha I = J ∪K, akkor gyakran hasznos az x kiv laszt si f�ggv�nyt az (x|J , x|K) ren-dezett p rral azonos¡tani, mert ekkor tetsz�leges rel i¢b¢l bin�r rel i¢ lesz, �s haszn l-hatjuk bin�r rel i¢k kompoz¡i¢j t (�sszet�tel�t) tetsz�leges rel i¢k kompoz¡i¢j nak(�sszet�tel�nek) k�pz�s�re. Ha egy R ⊂ ×i∈IXi rel i¢ eset�n az {(x|J , x|K) : x ∈ R}bin�r rel i¢ f�ggv�ny, akkor azt mondjuk, hogy x|J az x kiv laszt si f�ggv�nynek az
R rel i¢ban a J-beli indexekhex tartoz¢ (illetve az x rekordnak az R adatt bl ban a
J-beli mez�nevekhez tartoz¢) kulsa. A kulsok seg¡ts�g�vel vett �sszet�tel a halmazm�-veletek, a r�szhalmazk�pz�s �s a projeki¢ mellett az egyik leggyakoribb m�velet rel i¢sadatb ziskezel�kn�l.
• 28/−8 :

<Hasonl¢an egy v�ges halmazon egy un�r m�veletet (vagy  ltal nosabban, b rmely,



>

⊕ ↑ ↓
↑ ↓ ↑
↓ ↑ ↓

| ↑ ↓
↑ ↓ ↓
↓ ↓ ↑

‖ ↑ ↓
↑ ↓ ↑
↓ ↑ ↑Hasonl¢an egy v�ges halmazon egy un�r m�veletet (vagy  ltal nosabban, b rmely,

• 29/8 :
<azaz a {0, 1, . . . , n− 1} halmazt a {↑, ↓} halmazba k�pez� f�ggv�nyek halmaz n.
>azaz a {0, 1, . . . , n − 1} halmazt a {↑, ↓} halmazba k�pez� f�ggv�nyek halmaz n. Az aszok s, hogy az ↑ �rt�ket 1, a ↓ �rt�ket pedig 0 reprezent lja. Ǒramk�r�kben ↑ reprezen-t i¢ja magas fesz�lts�g- vagy  ram�rt�k (H, mint high), ↓ reprezent i¢ja pedig alasonyfesz�lts�g- vagy  ram�rt�k (L, mint low), vagy pedig ford¡tva. Az els� esetben pozit¡vlogik r¢l, a m sodik esetben pedig negat¡v logik r¢l besz�l�nk.

• 36/−21 :
<

x ∗ (y ∗ z), akkor G-t (pontosabban a (G, ∗) p rt) f�lsoportnak nevezz�k. Ha a G
>

x ∗ (y ∗ z), akkor G-t (pontosabban a (G, ∗) p rt) f�lsoportnak nevezz�k. Semlegeselemes f�lsoport neve monoid. Ha a G
• 36/−14 :

<f�lsoport minden elem�nek van inverze, akkor soportnak nevezz�k.
>f�lsoport minden elem�nek van inverze, akkor soportnak nevezz�k.Egy G monoid azon elemeinek halmaz t, amelyeknek van inverze, G∗-gal jel�lj�k.B rmely G monoidra (G∗, ∗) soport.

• 39/13 :
<Ez a f�lsoport  ltal ban nem kommutat¡v.
>Ez a f�lsoport nem kommutat¡v, ha X legal bb k�telem�.



T�bbv ltoz¢s f�ggv�nyek. Egy X1 × X2 × · · · × Xn Desartes-szorzaton vagyannak egy r�szhalmaz n �rtelmezett f�ggv�nyt szok s t�bbv ltoz¢s f�ggv�nynek is ne-vezni. T�bbv ltoz¢s f�ggv�nyek eset�n is el�fordul, hogy a v ltoz¢kat als¢ indexk�nt¡rjuk. P�ld ul a Kroneker-f�le δ-f�ggv�nyt a δx,y = 1, ha x = y �s δx,y = 0, ha x 6= y�sszef�gg�sekkel de�ni ljuk (x, y ∈ X).
• 39/−15 :

<rekurzi¢t�tel nem haszn lhat¢, mert a sorozat  ltal nos tagja nem sak az el�z�t�l f�gg.A
>rekurzi¢t�tel nem haszn lhat¢, mert a sorozat  ltal nos tagja nem sak az el�z�t�l, hanemaz el�z� kett�t�l f�gg.M sik p�ldak�nt tekints�k azt a probl�m t, hogy az n+1 t�nyez�s x0x1 · · ·xn szor-zatot h nyf�lek�ppen lehet z r¢jelezni, azaz a szorz sok sorrendj�t h nyf�lek�ppen lehetkijel�lni. Jel�lje cn ezt a sz mot. (Ezek az £gynevezett Catalan-sz mok; sz mos infor-matikai probl�m n l el�ker�lnek.) Ha n = 0, akkor nyilv n cn = 1. Egy�bk�nt gy�jts�k�ssze azokat a z r¢jelez�seket, amelyekben a legk�ls� szorz s xk ut n  ll. Ezek sz ma

ckcn−k−1, ¡gy azt kapjuk, hogy
cn = c0cn−1 + c1cn−2 + · · ·+ cn−1c0.Ha a cn sz mot ennek az �sszef�gg�snek az alapj n akarjuk kisz m¡tani, akkor az �sszesel�z� sz mra sz�ks�g van.A rekurzi¢t�tel al bbi  ltal nosabb v ltozata lehet�v� teszi, hogy egy sorozat egytagj t az �sszes el�z� tag f�ggv�nyek�nt adjuk meg.

• 39/−15 :
<A t�tel �s a bizony¡t s �rv�nyes marad akkor is, ha N helyett tetsz�leges N j¢lrende-
>A t�tel szeml�letesen fogalmazva azt mondja, hogy ha adott egy f�ggv�ny�nk, amely egyegydimenzi¢ t�mb eset�n kisz m¡tja a t�mb m r felt�lt�tt kezdet�b�l, hogy a k�vetkez�helyre mit kell tenn�nk, akkor ennek seg¡ts�g�vel a t�mb�t ak rmeddig felt�lthetj�k.A t�tel �s a bizony¡t s �rv�nyes marad akkor is, ha N helyett tetsz�leges N j¢lrende-

• 40/−1 :
<jel�lj�k.
>jel�lj�k.Logikai f�ggv�nyek. Logikai f�ggv�ny (vagy Boole-f�ggv�ny) alatt az {↑, ↓}n hal-mazt az {↑, ↓}m halmazba lek�pez� f�ggv�nyt �rt�nk, ahol m,n ∈ N. A sz m¡t¢g�p



k�zponti egys�ge, de a k�zponti t r is l�nyeg�ben logikai f�ggv�nyeket megval¢s¡t¢  ram-k�r�kb�l �s (¢rajelvez�relt) t rol¢kb¢l  ll. A logikai jeleknek megfelel� logikai m�veletekk�z�l n�h nyat (hogy melyeket, az a haszn lt tehnol¢gi t¢l f�gg, manaps g p�ld ul a,nem", angol r�vid¡t�se NOT, �s az ��sszef�rhetetlen vagy", angol r�vid¡t�se NAND)k�zvetlen�l meg tudunk val¢s¡tani hardver alapelemk�nt, a t�bbi logikai f�ggv�nyt ezekseg¡ts�g�vel kell megval¢s¡tani.Tekints�nk X1, X2, . . . , Xn nullv ltoz¢s predik tumokat, amelyekn�l az egyszer�s�gkedv��rt nem ¡rtuk ki a predik tum jele ut n az �res z r¢jelet. Minden, ezen predik -tumokkal fel¡rt formula, amely nem tartalmaz kvantort (ez itt most term�szetes feltev�s,hiszen ninsenek v ltoz¢k), egy {↑, ↓}n-et {↑, ↓}-ba k�pez� logikai f�ggv�nyt ad meg:minden X1, X2, . . . , Xn hely�re az ↑ illetve ↓ jelek valamelyik�t helyettes¡tve, majd a lo-gikai jeleknek megfelel� logikai m�veleteket elv�gezve, ↑ vagy ↓ �rt�ket kapunk. P�ld ulaz (X1, X2, X3) 7→ ¬(X1 ∧X2) ∨X3 logikai f�ggv�ny �rt�ke X1 = X2 = X3 =↓ eset�n ↑,m¡g X1 = X2 =↑, X3 =↓ eset�n ↓.A k�vetkez� t�tel azt mutatja, hogy az m = 1 esetben minden logikai f�ggv�nytmegkaphatunk ¡gy, m r a ¬, ∧ �s ∨ felhaszn l s val is. Az m > 1 esetben a koordi-n taf�ggv�nyeket  ll¡thatjuk el� ¡gy. Term�szetesen a hardver tervez�k egyr�szt arrat�rekednek, hogy a sz�ks�ges logikai f�ggv�nyeket min�l kevesebb hardver logikai alape-lem seg¡ts�g�vel val¢s¡ts k meg, mert ann l kisebb lesz az  ramk�r, m sr�szt, hogy min�lkevesebb hardver logikai alapelem kapsol¢djon egym s ut n, mert ann l kisebb lesz ak�sleltet�s, ¡gy ann l gyorsabb lesz az  ramk�r m�k�d�se.
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0.6.  bra: MOSFET m�k�d�se �s rajzjele.A mai sz m¡t¢g�pekben a kapsol¢elemek rendszerint t�rvez�rl�s� tranzisztorok,FET-ek (�eld e�et transistor), amelyek sz munkra elektromos t�rrel vez�relt kapso-



l¢nak tekinthet�k. A 2.1.  br n egy ilyen eszk�z szerkezet�t �s m�k�d�s�t, valaminta kapsol si rajzokon haszn lt jel�t mutatjuk be. Az elektr¢d k j¢l vezet� anyagb¢l,rendszerint f�mb�l k�sz�lnek (az  br n fekete). A p t¡pus£ f�lvezet� sziliium alaplemez-ben (amelyben teh t a vezet�st a krist lyr s elektronhi nyos helyei, a pozit¡v t�lt�s��lyukak" biztos¡tj k) di�£zi¢val az S forr s (soure) �s D nyel� (drain) elektr¢d k alattolyan szigeteket hoznak l�tre, amelyekben sok vezet�sre k�pes elektron van. Az alaple-mezt�l szigetel� r�teggel elv lasztott G kapu (gate) elektr¢d ra pozit¡v UGS fesz�lts�getadva S-hez k�pest, az elektronok egy r�sze be ramlik a szigetel� r�teg al , l�trehozva azn t¡pus£, elektronokat tartalmaz¢ satorn t. N�velve a fesz�lts�get, a satorna v�g�l el�ra D elektr¢da alatti szigetig, �s ekkor a D-re adott, S-hez k�pes pozit¡v UDS fesz�lts�ghat s ra IG  ram indul meg, az eszk�z vezet. Cs�kkentve az UGS fesz�lts�get, az eszk�zlez r. (Az alaplemez kivezet�s�t, a B b zis (base) elektr¢d t mindig az S elektr¢d hozk�tik.) Az eszk�zt szigetelt kapus FET-nek, IGFET-nek (insulated gate FET), vagy |mivel legt�bbsz�r a kapu f�m, a szigetel� pedig sziliiumdioxid | MOSFET-nek (MOS:metall-oxid-semiondutor) nevezz�k. A rajzon szerepl� v ltozat UGS = 0 eset�n z rvavan, ez�rt �nz r¢nak vagy n�vekm�nyesnek illetve d£s¡t sosnak (enhanement) nevez-z�k. K�sz¡thet� olyan v ltozat is, amelyben a gy rt s sor n a szigetel� r�teg alatt elevel�trehozunk egy n t¡pus£ satorn t, amely sak negat¡v UGS fesz�lts�g hat s ra �r�lki, �s z r le az eszk�z, ezt �nvezet�nek vagy ki�r¡t�sesnek (depletion) nevezz�k. V�g�lmindk�t t¡pus elk�sz¡thet� n t¡pus£ alaplemezen p t¡pus£ szigetekkel �s satorn val is;ezt r�viden p satorn s MOSFET-nek fogjuk nevezni (m¡g az el�z�leg t rgyalt eszk�zt nsatorn s MOSFET-nek); ennek m�k�dtet�s�hez a telepfesz�lts�geket meg kell ford¡tani,�s az  ramir ny is megfordul. A felsorolt t¡pusok rajzjel�t a 2.2.  br n l thatjuk.
n csatornás p csatornás n csatornás p csatornás

Növekmémyes (önzáró) Kiüŕıtéses (önvezető)

0.7.  bra: MOSFET t¡pusok rajzjele.A 2.3.  bra a legegyszer�bb, de gyakran haszn lt statikus CMOS (CMOS: omple-menter MOS) kapuk kapsol si rajz t mutatja. A bal oldali, komplement l st v�gz� nemkapu (NOT kapu, inverter) m�k�d�se a k�vetkez�: Ha a bemenet alasony fesz�lts�genvan, a T tranzisztor, amely n satorn s �nz r¢ MOSFET, z rva van, a komplementer T ′tranzisztor, amely p satorn s �nz r¢ MOSFET, viszont kinyit, mert a kapuelektr¢d jaa pozit¡v t pfesz�lts�ghez k�t�tt S elektr¢d hoz k�pest negat¡v fesz�lts�gen van. �gya kimenet �ssze van k�tve a t pfesz�lts�ggel, de nins �sszek�tve a f�lddel, teh t nagyfesz�lts�g�. Ha a bemenet nagy fesz�lts�gen van, a helyzet megfordul: T kinyit, T ′ lez r,�s a kimenet alasony fesz�lts�g� lesz.



+

X ¬X

T

T ′

+

X2X1

X1|X2

T2T1

T ′
2

T ′
1

+ +

X2X1

X1‖X2

T2

T1

T ′
2

T ′
1

NOT kapu NOR kapu NAND kapu0.8.  bra: Statikus CMOS kapu ramk�r�k.Hasonl¢an m�k�dik a k�z�pen l that¢ sem-sem kapu (not or, NOR): ha valame-lyik bemenet magas fesz�lts�gen van, akkor a neki megfelel� T tranzisztor kinyit, T ′tranzisztor pedig lez r, ¡gy a kimenet alasony fesz�lts�g� lesz, egy�bk�nt pedig magasfesz�lts�g�. A jobb oldalon  ll¢ �sszef�rhetetlen vagy (not and, NAND) kapun l, hamindk�t bemenet magas fesz�lts�gen van, a T1 �s T2 tranzisztorok kinyitnak, a T ′1 �s T ′2tranzisztorok pedig lez rnak, ¡gy a kimenet alasony fesz�lts�gre ker�l, minden m s eset-ben pedig magas fesz�lts�gre. Mindk�t kapufajta h rom bemenettel is k�sz�lhet (t�bbbemenet n�veli a sz�ks�ges t pfesz�lts�get).Figyelj�k meg, hogy mindh rom kapun l ak rmilyen bemenetn�l a kimenet vagya f�lddel, vagy a t pfesz�lts�ggel van sak �sszek�tve, ¡gy  lland¢sult  llapotban  ramgyakorlatilag nem folyik, sak kapsol skor. Ez ennek az  ramk�rt¡pusnak a f� el�nye:kis sebess�gn�l igen keveset fogyaszt. H tr nya, hogy a kapsol si id�k nem el�g kisik.Nagy sebess�g�  ramk�r�kn�l bonyolultabb kapsol sokat haszn lnak.Logikai f�ggv�nyek diszjunkt¡v norm l alakja. Az el�z� pont jel�l�seivel,minden f : {↑, ↓}n → {↑, ↓} logikai f�ggv�ny fel¡rhat¢
f(X1, X2, . . . , Xn) = A1 ∨ A2 ∨ . . . ∨ Amalakban, ahol A1,A2, . . . ,Am k�l�nb�z� logikai formul k, de mindegyik

B1 ∧ B2 ∧ . . . ∧ Bnkalak£, ahol Bj vagy Xij , vagy ¬Xij �s 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ink
≤ n.Eml�keztet�nk r , hogy ∧ illetve ∨ asszoiat¡v logikai m�veletek a {↑, ↓} halmazon,¡gy ha nulla t�nyez�re hajtjuk v�gre �ket, akkor az eredm�ny az egys�gelem�k, ↑ illetve

↓ lesz.



Bizony¡t s. Direkt m¢don konstru ljuk meg a norm lalakot: ha valamilyen(x1, x2, . . . , xn) ∈ {↑, ↓}nsorozatra f igaz �rt�ket vesz fel, akkor k�pezz�nk egy A tagot, amelyben Bj = Xj , haa sorozatban xj igaz, �s Bj = ¬Xj , ha a sorozatban xj hamis. Az �sszes ¡gy ad¢d¢(legfeljebb 2n) tagot kapsoljuk �ssze diszjunki¢val. �Norm lalakok. Az el�z� t�tel bizony¡t s ban ad¢d¢ norm lalakot teljes diszjunk-t¡v norm l alaknak nevezz�k, mert benne nk = n minden k-ra. Egyes A logikai r�szfor-mul k �sszevon s val, vagy b rmilyen m s m¢don kaphat¢, a t�tel  ll¡t s ban szerepl�alakot diszjunkt¡v norm l alaknak nevez�nk. (R�szletesebben l sd Knuth [43℄, Vol. 4.,Fas. 0.) Ha az (x,x2, . . . , xn) 7→ ¬f(x1, x2, . . . , xn) logikai f�ggv�ny  ll¡tjuk el� diszjunk-t¡v norm l alakban, majd mindk�t oldalt neg ljuk, akkor az f logikai f�ggv�ny
f(X1, X2, . . . , Xn) = A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ Amalakban val¢ fel¡r s t kapjuk, ahol A1,A2, . . . ,Am k�l�nb�z� logikai formul k, de mind-egyik

B1 ∨ B2 ∨ . . . ∨ Bnkalak£, ahol Bj vagy Xij , vagy ¬Xij �s 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ink
≤ n. Ezt az alakotkonjukt¡v norm l alaknak nevezz�k, ha pedig nk = n minden k-ra, akkor teljes konjukt¡vnorm l alaknak.Megjegyezz�k, hogy k�sz�lnek olyan integr lt  ramk�r�k, £gynevezett programoz-hat¢ logikai s¡kok (angolul programmable logial array , PLA), amelyek programozhat¢kb rmely logikai f�ggv�ny megval¢s¡t s ra, ha annak koordin taf�ggv�nyei norm lalakbanadottak.

• 41/−1 :
<lunk.
>lunk.Term�szetes sz mok sz m¡t¢g�pes  br zol sa. A mai sz m¡t¢g�pek minde-gyike alapvet�en kettes sz mrendszerben dolgozik: a bin ris jegy , a binary digit angolkifejez�sb�l bit 0 vagy 1 lehet. A term�szetes sz mokat (el�jel n�lk�li, angolul unsignedsz mokat) a sz m¡t¢g�p kettes sz mrendszerben  br zolja. T�rt�neti �rdekess�g, hogyk�sz¡tettek h rmas sz mrendszerben m�k�d� tern ris g�pet is. (Term�szetesen, ha r�gz¡-tett hossz£s g£, p�ld ul 8, 16, 32 vagy 64 bites sz m br zol st haszn lunk, az eredm�nyt£lsordulhat, �s sak az alasonyabb helyi�rt�k� bitjeit kapjuk meg.) Sz munkra j¢valk�nyelmesebb a biteket kettess�vel, h rmass val vagy n�gyess�vel soportos¡tva n�gyes(kvadr lis), nyolas (okt lis) vagy tizenhatos (hexadeim lis) sz mrendszert haszn lni.A byteszervez�s� g�pek (IBM 360-as sorozat) elterjed�se ¢ta a mem¢ria legkisebb ¡mez-het� egys�ge rendszerint 8 bit, azaz 1 b jt (az angol byte elnevez�st az IBM Streth



g�p tervez�i vezett�k be 1956-ban). Mivel egy f�l b jt (angolul nybble) egy hexadeim -lis jegynek felel meg, leggyakrabban hexadeim lis sz mrendszert haszn lunk. N�h ny�zleti alkalmaz s tizes sz mrendszert k¡v n: ekkor a sz mjegyeket ASCII-k¢djukkal  b-r zoljuk, vagy bin risan k¢dolt deim lis (angolul binary oded deimal, BCD) k¢dothaszn lunk, melyben a tizes sz mrendszerbeli egy-egy jegy egy-egy f�lb jtot foglal el,bin risan k¢dolva.
◦* Hash-transzform i¢. A sz mrendszerek �s a marad�kos oszt s felhaszn lhat¢£gynevezett hash-transzform i¢ra vagy kuls-¡m transzform i¢ra: egy R rekord Kkuls t | p�ld ul 256 alap£ sz mrendszerben | sz mnak tekintj�k, �s egy adott Msz mmal (amelyet �rdemes olyan pr¡mnek v lasztani, amely egyetlen kett�hatv nyhozsem esik nagyon k�zel) marad�kosan osztjuk. A kapott 0 ≤ h(K) < M �rt�k megmondja,hogy egy t�mbben hol van az R rekord ¡me. Persze, t�bb Ri rekord Ki kuls ra lehet
h(Ki) ugyanaz: ezeket a rekordokat egy list ban helyezz�k el. Ha a keres�s j¢val gyako-ribb, mint £j rekordok bejegyz�se, a list kat tarthatjuk rendezetten is. Bels� t rban alist k ne legyenek t£l hossz£ak: ha hosszuk j¢val 1 f�l� megy, �rdemes £j, nagyobbM -etv lasztani, �s az �sszes rekordot �£jrahashelni". P�ld ul ha semmit nem tudunk az elhe-lyezend� rekordok sz m r¢l, kezdhet�nk M = 5-tel, �s ha n�velni kell M -et, az el�z� Mk�tszerese ut ni els� pr¡met v lasztjuk a k�vetkez� M -nek. A m¢dszer m gneslemezenis haszn lhat¢, itt h(K) egy szektor relat¡v ¡m�t adja, amelyben a rekord van. Ha egy£jabb rekord esetleg m r nem f�r az adott szektorba, rakhatjuk egyszer�en a k�vetkez�szektorba is.
• 43/1 . . .− 1 :

<T�tel. Tekints�k N × N-en az (m,n) ∼ (m′, n′), ha m + n′ = m′ + n rel i¢t, az(m,n) + (m′, n′) = (m + m′, n + n′) �sszead st �s az (m,n) · (m′, n′) = (m · m′ + n ·
n′,m ·n′+m′ ·n) szorz st, valamint az (m,n) ≤ (m′, n′), ha m+n′ ≤ m′+n rel i¢t. A
∼ rel i¢ ekvivaleniarel i¢. Az ekvivalenioszt lyok halmaz t Z-vel fogjuk jel�lni, �selemeit eg�sz sz moknak nevezz�k. Az �sszead s, a szorz s �s a ≤ rel i¢ kompatibilisaz ekvivaleni val, ¡gy az eg�sz sz mok k�z�tt �rtelmezve van az �sszead s, a szorz s �sa ≤ rel i¢, amely rendez�s, tov bb (1) Z az �sszead sra n�zve Abel-soport;(2) Z a szorz ssal kommutat¡v egys�gelemes f�lsoport;(3) ha x, y ∈ Z �s egyik sem nulla, akkor szorzatuk sem nulla;(4) ha x, y, z ∈ Z, akkor x · (y + z) = x · y + x · z (disztributivit s);(5) ha x, y, z ∈ Z �s x ≤ y, akkor x+ z ≤ y + z (az �sszead s monoton);(6) ha x, y ∈ Z �s x, y ≥ 0, akkor x · y ≥ 0 (a szorz s monoton).Bizony¡t s. A ∼ rel i¢ nyilv n ekvivaleniarel i¢ (az �sszead s kommutativit -s t �s asszoiativit s t �s a term�szetes sz mok �sszead s nak egyszer�s¡t�si szab ly thaszn ljuk fel a bizony¡t shoz).Megmutatjuk, hogy a p rok �sszead sa kompatibilis az ekvivaleniarel i¢val. Mivela p rok �sszead sa kommutat¡v, el�g azt megmutatni, hogy ha (m,n) ∼ (m′, n′), akkor



(m,n) + (m′′, n′′) ∼ (m′, n′) + (m′′, n′′). Az, hogy (m,n) ∼ (m′, n′), azt jelenti, hogy
m+ n′ = m′ + n. Ebb�l m+m′′ + n′ + n′′ = n+ n′′ +m′ +m′′, ami viszont azt jelenti,hogy(m,n) + (m′′, n′′) = (m+m′′, n+ n′′) ∼ (m′ +m′′, n′ + n′′) = (m′, n′) + (m′′, n′′).Mivel a p rok �sszead sa kommutat¡v �s asszoiat¡v, az ekvivalenioszt lyok� is.A (0, 0) p r oszt lya nullelem, ezt jel�lj�k null val. Az (m,n) p r oszt ly nak addit¡vinverze az (n,m) p r oszt lya. �gy Z az �sszead ssal Abel-soport. �Megmutatjuk, hogy a p rok szorz sa is kompatibilis az ekvivaleniarel i¢val. Mivela p rok szorz sa kommutat¡v, el�g azt megmutatni, hogy ha (m,n) ∼ (m′, n′), akkor(m,n) · (m′′, n′′) ∼ (m′, n′) · (m′′, n′′). Az, hogy (m,n) ∼ (m′, n′), azt jelenti, hogy
m + n′ = m′ + n. Mindk�t oldalt szorozva m′′-vel azt kapjuk, hogy m ·m′′ + n′ ·m′′ =
m′ ·m′′+n ·m′′. Ha el�bb a k�t oldalt felser�lj�k, majd mindk�t oldalt szorozzuk n′′-vel,azt kapjuk, hogy m′ ·n′′+n ·n′′ = m ·n′′+n′ ·n′′. �sszeadva ezt a k�t egyenl�s�get, aztkapjuk, hogy m ·m′′ + n · n′′ +m′ · n′′ +m′′ · n′ = m · n′′ +m′′ · n+m′ ·m′′ + n′ · n′′. Ezazt jelenti, hogy(m,n) · (m′′, n′′) = (m ·m′′ + n · n′′,m · n′′ +m′′ · n)

∼ (m′ ·m′′ + n′ · n′′,m′ · n′′ +m′′ · n′) = (m′, n′) · (m′′, n′′).Mivel a p rok szorz sa kommutat¡v, az oszt lyok� is. Egyszer� sz mol s mutatja,hogy a p rok szorz sa asszoiat¡v, ¡gy az oszt lyok� is. Az (1, 0) p r egys�gelem a p -rok multiplikat¡v f�lsoportj ban, ¡gy az oszt lya egys�gelem Z-ben. A p rok szorz sadisztribut¡v, amib�l ad¢dik, hogy az oszt lyok� is.
>T�tel. Tekints�k N × N-en az (m,n) ∼ (m′, n′), ha m + n′ = m′ + n rel i¢t �saz (m,n) + (m′, n′) = (m +m′, n + n′) �sszead st. A ∼ rel i¢ ekvivaleniarel i¢. Azekvivalenioszt lyok halmaz t Z-vel fogjuk jel�lni, �s elemeit eg�sz sz moknak nevezz�k.Az �sszead s kompatibilis az ekvivaleni val, ¡gy az eg�sz sz mok k�z�tt �rtelmezve vanaz �sszead s �s Z az �sszead sra n�zve Abel-soport.Bizony¡t s. A ∼ rel i¢ nyilv n ekvivaleniarel i¢ (az �sszead s kommutativi-t s t, asszoiativit s t �s a term�szetes sz mok �sszead s nak egyszer�s¡t�si szab ly thaszn ljuk fel a bizony¡t shoz).Megmutatjuk, hogy a p rok �sszead sa kompatibilis az ekvivaleniarel i¢val. Mivela p rok �sszead sa kommutat¡v, el�g azt megmutatni, hogy ha (m,n) ∼ (m′, n′), akkor(m,n) + (m′′, n′′) ∼ (m′, n′) + (m′′, n′′). Az, hogy (m,n) ∼ (m′, n′), azt jelenti, hogy

m+ n′ = m′ + n. Ebb�l m+m′′ + n′ + n′′ = n+ n′′ +m′ +m′′, ami viszont azt jelenti,hogy(m,n) + (m′′, n′′) = (m+m′′, n+ n′′) ∼ (m′ +m′′, n′ + n′′) = (m′, n′) + (m′′, n′′).Mivel a p rok �sszead sa kommutat¡v �s asszoiat¡v, az ekvivalenioszt lyok� is. A (0, 0)p r oszt lya nullelem, ezt jel�lj�k null val. Az (m,n) p r oszt ly nak addit¡v inverze az(n,m) p r oszt lya. �gy Z az �sszead ssal Abel-soport.



• 44/1 . . .20 :
<K�vetkez� l�p�sk�nt megmutatjuk, hogy ha (m,n) ≤ (m′′, n′′) �s (m,n) ∼ (m′, n′),akkor (m′, n′) ≤ (m′′, n′′). Val¢ban, az m+n′′ ≤ m′′+n egyenl�tlens�ghez �hozz adva"az m′ +n = m+n′ egyenl�s�get, majd m+n-nel egyszer�s¡tve, kapjuk, hogy m′ +n′′ ≤

m′′ + n′. Hasonl¢an kapjuk, hogy ha (m,n) ≤ (m′′, n′′) �s (m′, n′) ∼ (m′′, n′′), akkor(m,n) ≤ (m′, n′). Ezzel bel ttuk, hogy a ≤ rel i¢ kompatibilis az oszt lyoz ssal. Ade�n¡i¢ alapj n nem neh�z bel tni, hogy ≤ rendez�s az oszt lyokon.(5) egyszer� sz mol ssal ad¢dik. (6) bizony¡t s hoz vegy�k �szre, hogy (0, 0) ≤(m,n) pontosan akkor teljes�l, ha m ≥ n. Fel¡rva m-et n+ k alakban valamely k ∈ N-re,azt kapjuk, hogy (m,n) ∼ (k, 0). Ezt alkalmazva (m′, n′)-re is, kapjuk (6)-ot. V�g�l(3) bizony¡t s hoz azt kell �szrevenn�nk, hogy ha (m,n) 6∼ (0, 0), akkor vagy egy (k, 0),vagy egy (0, k) alak£ p rral ekvivalens valamely k ∈ N+-ra. Ezt alkalmazva (m′, n′)-reis, n�gy eset van, amit meg kell vizsg lnunk, �s kapjuk (3)-at. �T�tel: N be gyaz sa Z-be. Az el�z� t�tel jel�l�seivel, a ϕ : n 7→ (̃n, 0) lek�pe-z�se N-nek Z-be k�ls�n�sen egy�rtelm�, �sszead s- �s szorz start¢, monoton n�veked�,valamint ϕ(n) = nϕ(1) minden n ∈ N-re. �gy ϕ(N)-et azonos¡thatjuk N-el. Ezzel azazonos¡t ssal N ∪ (−N) = Z �s N ∩ (−N) = {0}.Bizony¡t s. Teljes induki¢val ad¢dik, hogy ϕ(n) = nϕ(1) minden n ∈ N-re. Az ll¡t s t�bbi r�sze az el�z� t�tel bizony¡t s ban tett �szrev�telek seg¡ts�g�vel k�nnyenbel that¢. �Hatv nyoz s eg�sz kitev�vel. Ha G egy egys�gelemes f�lsoport, g ∈ G, akkoraz n 7→ gn lek�pez�st
>T�tel: N be gyaz sa Z-be. Az el�z� t�tel jel�l�seivel, a ϕ : n 7→ (̃n, 0) lek�pez�se

N-nek Z-be k�ls�n�sen egy�rtelm�, �sszead start¢, valamint ϕ(n) = nϕ(1) minden n ∈
N-re. �gy ϕ(N)-et azonos¡thatjuk N-el. Ezzel az azonos¡t ssal N∪(−N) = Z �s N∩(−N) =
{0}.Bizony¡t s. Mivel meg llapod s szerint, ha semmit sem adunk �ssze, az �sszeg anullelem, 0ϕ(1) = (̃0, 0) = ϕ(0). Ugyansak az �sszeg de�n¡i¢ja szerint 1ϕ(1) = (̃1, 0) =
ϕ(1). Teljes induki¢val

ϕ(n+) = nϕ(1) + ϕ(1) = (̃n, 0) + (̃1, 0) = ˜(n+ 1, 0) = ϕ(n+)minden n ∈ N-re. Az  ll¡t s t�bbi r�sze ad¢dik, ha bel tjuk, hogy Z minden eleme, azazminden ekvivaleniaoszt ly pontosan egyet tartalmaz a (k, 0) illetve (0, k) alak£ elemekk�z�l, ahol k ∈ N. Legyen m,n ∈ N. Ha n ≥ m, akkor van olyan k ∈ N, amelyre
n = m + k; ekkor (m,n) ∼ (k, 0). Hasonl¢an, ha n ≤ m, akkor van olyan k ∈ N,hogy n + k = m; ekkor (m,n) ∼ (0, k). M sr�szt, ha (k, 0) ∼ (k′, 0), akkor k = k′; ha(0, k) ∼ (0, k′), akkor is k = k′; v�g�l ha (k, 0) ∼ (0, k′), akkor k = k′ = 0. �



Az eg�sz sz mok rendez�se. Ha m,n ∈ Z, akkor legyen m ≤ n, ha van olyan
k ∈ N, amelyre m+ k = n. Ez persze ugyanazt jelenti, mint hogy n−m ∈ N. Ugyan£gy,mint a term�szetes sz mokn l, ad¢dik, hogy ¡gy egy r�szbenrendez�st kapunk. Az eg�szsz mok k�r�ben −N elemeit az jellemzi, hogy kisebb vagy egyenl�ek, mint nulla: ha
n ∈ N, akkor (−n) + n = 0, ¡gy −n ≤ 0, �s ha m ≤ 0, akkor valamely n ∈ N-re
m + n = 0, azaz m = −n. Innen k�vetkezik, hogy −N b rmely eleme kisebb vagyegyenl�, mint N b rmely eleme. Mivel m ≤ n eset�n n − m ∈ N, azt kapjuk, hogy(−n) + (n −m) = −m, azaz −N elemei is �sszehasol¡that¢ak. Ezzel bel ttuk, hogy Zrendezett. Megmutatjuk, hogy ha k,m, n ∈ Z �s m ≤ n, akkor m+ k ≤ n+ k; val¢ban,(n + k) − (m + k) = n − m ∈ N. Ezt a tulajdons got £gy h¡vjuk, hogy az �sszead smonoton.Az eg�sz sz mok szorz sa. Ha m,n ∈ Z, akkor az m,n ∈ N esetben legyen
mn a term�szetes sz mokra de�ni lt szorzat, ha m,−n ∈ N, akkor legyen mn = nm =
−m(−n), �s ha −m,−n ∈ N, akkor legyen mn = (−m)(−n). Esetsz�tv laszt ssal azon-nal ad¢dik, hogy a szorzat pontosan akkor lesz nulla, ha valamelyik t�nyez�je nulla, ezzela szorz ssal Z kommutat¡v f�lsoport az 1 egys�gelemmel, valamint ha k,m, n ∈ Z, akkor
k · (m + n) = k · m + k · n, azaz a szorz s disztribut¡v az �sszead sra n�zve. (R�vide-sen bel tjuk az £gynevezett el�jelszab lyt, amelyb�l k�vetkezik, hogy a szorz st nem isde�ni lhattuk volna m sk�nt, ha azt akarjuk, hogy disztribut¡v legyen az �sszead sran�zve.)Hatv nyoz s eg�sz kitev�vel. Ha G egys�gelemes f�lsoport, g ∈ G-nek vaninverze, akkor az n 7→ gn lek�pez�st
• 44/22 :

<�s (gm)n = gmn minden m,n ∈ Z-re, tov bb  ha g, h ∈ G felser�lhet� elemek, akkor
>�s (gm)n = gmn minden m,n ∈ Z-re, tov bb  ha g, h ∈ G felser�lhet� elemek amelyek-nek van inverze, akkor

• 48/−16 :
<p rok, ¡gy az oszt lyok szorz sa asszoiat¡v. Ezzel bel ttuk, hogy Q kommutat¡v gy�r�.
>p rok, ¡gy az oszt lyok szorz sa disztribut¡v. Ezzel bel ttuk, hogy Q kommutat¡v gy�r�.

• 49/−17 . . .− 16 :
<egys�gelemmel. Ekkor egy�rtelm�en l�tezik egy k�ls�n�sen egy�rtelm� �s �sszead start¢

ϕ : Q→ F lek�pez�s. Ez a lek�pez�s monoton n�veked� �s szorz start¢ is, �s ϕ(m/n) =
>egys�gelemmel. Ekkor egy�rtelm�en l�tezik egy k�ls�n�sen egy�rtelm�, �sszead s- �sszorz start¢ ϕ : Q→ F lek�pez�s. Ez a lek�pez�s monoton n�veked� is, �s ϕ(m/n) =



• 52/−11 :
<Nyilv n, ha y > 0, akkor 0 ≤ x mod y < y, ha pedig y < 0, akkor y < x mod y ≤ 0.
>Nyilv n, ha y > 0, akkor 0 ≤ x mod y < y, ha pedig y < 0, akkor y < x mod y ≤ 0. Az

x mod 1 = x− ⌊x⌋ �rt�ket x t�rtr�sz�nek nevezz�k.B�v¡tett val¢s sz mok. N�ha sz�ks�g�nk lesz a b�v¡tett val¢s sz mok R =
R ∪ {+∞,−∞} halmaz ra. A val¢s sz mok rendez�s�t £gy terjesztj�k ki R-ra, hogy
−∞ < x < +∞ teljes�lj�n minden x ∈ R-re. A b�v¡tett val¢s sz mok k�r�ben b r-mely r�szhalmaznak van szupr�muma �s in�muma (de sup ∅ = −∞ �s inf ∅ = +∞).Az ellentettk�pz�sn�l −(+∞) = −∞ �s −(−∞) = +∞. Az �sszead st is �rtelmez-z�k, ha nem is minden�tt: x + (+∞) = (+∞) + x = +∞, ha x ∈ R, x > −∞ �s
x + (−∞) = (−∞) + x = −∞, ha x ∈ R, x < +∞, de (+∞) + (−∞) �s (−∞) + (+∞)nins �rtelmezve.Val¢s sz mok kerek¡t�se �s �xpontos  br zol sa sz m¡t¢g�pben. Val¢s sz -mok pontosan nem  br zolhat¢k sz m¡t¢g�pben, de k�zel¡t�lek igen. Egyik m¢d erre a�xpontos  br zol s. Kettes sz mrendszert haszn lva, r�gz¡t�nk egy N eg�sz sz mot, at�rtr�sz hossz t. Az n/2N , n ∈ Z alak£ val¢s sz mok pontosan  br zolhat¢k, ha n-ett roljuk. Egy tetsz�leges x val¢s sz m helyett a hozz  legk�zelebb es� pontosan  br -zolhat¢ sz mot t roljuk; ha k�t ilyen van, akkor azt, amelyben n p ros (ez kik�sz�b�li,hogy ebben az esetben mindig egyir nyban t�rt�njen a kerek¡t�s); ez a szab lyos kere-k¡t�s. M s kerek¡t�s mellett is d�nthet�nk: −∞ fel� val¢ kerek¡t�s eset�n az x-n�l nemnagyobb pontosan  br zolhat¢ sz mok k�z�l v lasztjuk ki az x-hez legk�zelebbit; ha +∞fel� kerek¡t�nk, akkor az x-n�l nem kisebb pontosan  br zolhat¢ sz mok k�z�l v lasztjukki az x-hez legk�zelebbit (ezek a kerek¡t�si m¢don az intervallumaritmetik n l fontosak);v�g�l sonk¡t s eset�n az |x|-n�l kisebb abszol£t �rt�k� pontosan  br zolhat¢ sz mokk�z�l v lasztjuk ki az x-hez legk�zelebbit. Az  br zol sn l kerek¡t�si hiba l�p fel. M�-veletek ut n is ezeket a kerek¡t�si szab lyokat alkalmazhatjuk a (pontos) eredm�nyre, �sterm�szetesen  ltal ban a m�veletekn�l is kerek¡t�si hiba l�p fel. Ha n bitjeinek sz makorl tozott, akkor sak egy intervallum elemei  br zolhat¢k ar nylag kis (szab lyos ke-rek¡t�sn�l 2−N−1, a t�bbi kerek¡t�sn�l 2−N) hib val, ezen k¡v�li sz mokn l t£lsordul sl�p fel.Val¢s sz mok lebeg�pontos  br zol sa sz m¡t¢g�pben. Fixpontos sz m b-r zol skor a hiba a sz m abszol£t �rt�k�hez k�pes nagy lehet, ha a sz m abszol£t �rt�kekisi. A lebeg�pontos sz m br zol s ezt k�sz�b�li ki, a hiba �s a sz m �rt�ke h nyado-s nak abszol£t �rt�ke, a relat¡v hiba nagyon sok nagys grenden kereszt�l kisi marad.Csak bin ris  br zol ssal, azon bel�l is sak az IEEE 754 szabv ny  ltal le¡rt, ma szintekiz r¢lagosan haszn lt  br zol ssal foglalkozunk. Enn�l a pontosan  br zolhat¢ sz mok
n · 2k−N alak£ak, ahol n, k ∈ Z �s 1 − 2K < k < 2K , −2N+1 < n < 2N+1; a K �s N



konstansoknak a szabv ny  ltal megengedett �rt�keit az al bbi t bl zat tartalmazza.pontoss g b jtok sz ma K + 1 Negyszeres 4 8 23k�tszeres 8 11 52kiterjesztett k�tszeres ≥ 10 ≥ 15 ≥ 63n�gyszeres 16 15 112Az egyszeres pontoss g haszn latos p�ld ul k�pfeldolgoz sn l. A k�tszeres pontoss g az ltal nos a legt�bb m s esetben. A n�gyszeres pontoss g tulajdonk�ppen nem szerepela szabv nyban, de egyre terjed. A kisebb pontoss gr¢l nagyobbra val¢ konverzi¢ saknull kkal val¢ kieg�sz¡t�ssel j r, m¡g ford¡tott ir nyban kerek¡t�s t�rt�nik.Az n · 2k−N alakban val¢ fel¡r s  ltal ban nem egy�rtelm�, mert ha n p ros, akkor(n/2)·2k+1−N ugyanannak a sz mnak egy m sik fel¡r sa. �gy tessz�k egy�rtelm�v�, hogy
k-t a lehet� legkisebbnek v lasztjuk. Ha ekkor |n| ≥ 2N , akkor n · 2k−N = ±2k · (1 + f),ahol f = (|n| − 2N)/2N < 1 a sz m t�rtr�sze; ha |n| < 2N , akkor sak k = 2 − 2Klehet, ekkor n · 2k−N = ±2k · (0 + f), ahol f = |n|/2N < 1 a sz m t�rtr�sze; ez ut¢bbiesetben ha n 6= 0, akkor a sz m szubnorm lis lebeg�pontos sz m, minden m s esetbennorm lis lebeg�pontos sz m. A pontosan  br zolhat¢ lebeg�pontos sz mok eset�n az br zol s a k�vetkez�: a legfels� bit az el�jelbit (0 pozit¡v, 1 negat¡v), ezut n j�n a K+1bites exponens, ami |n| ≥ 2N eset�n k + 2K − 1, azaz k �rt�ke 2K − 1-t�bbletes k¢dban,egy�bk�nt pedig 0, ezut n pedig a t�rtr�sz N biten. K�t nulla is van, ±0, de a hardver( ltal ban) egyenl�nek tekinti �ket. A spei lis 2K+1 − 1 exponens �rt�k 0 t�rtr�sszel
±∞  br zol s ra szolg l (ha az exponens t£l nagy lenne, akkor is ez az  br zol s); ha at�rtr�sz nem nulla akkor a tartalom nem sz m (NaN , Not any Number), m�gpedig ha at�rtr�sz legfels� bitje 0, akkor jelz� nem sz m (SNaN , Signaling Not any Number), amimegszak¡t st is okoz. A tov bbi r�szleteket l sd a [38℄ ikkben. Az egyes eseteket azal bbi t bl zat foglalja �ssze.sz m t¡pus el�jel bit exponens impliit bit t�rtr�sz

±∞ ± 111 . . .1112 1 000 . . .0002NaN ? 111 . . .1112 1 1?? . . .???2SNaN ? 111 . . .1112 1 0?? . . .???2norm lis ± k + 2K − 1 1 |n| − 2Nszubnorm lis ± 0 0 |n|nulla ± 0 0 0
• 54/−1 :

<fel�p¡t�snek a r�szletes t rgyal s t l sd a Hewitt{Stromberg [36℄ k�nyvben.
>fel�p¡t�snek a r�szletes t rgyal s t l sd a Hewitt{Stromberg [36℄ k�nyvben.



T�tel: gy�kvon s. Minden x ≥ 0 val¢s sz mhoz �s n ∈ N+ term�szetes sz mhozpontosan egy olyan y ≥ 0 val¢s sz m tal lhat¢, amelyre yn = x.Az y sz mot az x sz m n-edik gy�k�nek nevezz�k �s n
√
x-el (n = 2 eset�n √x-el is)vagy x1/n-el jel�lj�k.Bizony¡t s. Vil gos, hogy legfeljebb egy ilyen y l�tezik, hiszen y1 < y2 eset�n

yn1 < yn2 . Ha x = 0, akkor y = 0. Legyen E azoknak a t pozit¡v val¢s sz moknak ahalmaza, amelyekre tn < x. Ha t = x/(1 + x), akkor 0 < t < 1, ¡gy tn ≤ t < x, ¡gy Enem �res. Ha t > 1 + x, akkor tn ≥ t > 1 + x, ¡gy 1 + x az E fels� korl tja. Legyen
y = supE. Meg fogjuk mutatni, hogy yn = x. A bizony¡t s indirekt: megmutatjuk,hogy az yn < x �s yn > x egyenl�tlens�gek mindegyike ellentmond sra vezet.A

bn − an = (b− a)(bn−1 + bn−2a+ · · ·+ an−1)azonoss g alapj n bn − an ≤ (b− a)nbn−1, ha 0 < a < b.Tegy�k fel, hogy yn < x. V lasszunk olyan h sz mot, amelyre 0 < h < 1 �s
h <

x− yn

n(y + 1)n−1 .Legyen a = y, b = y + h. Ekkor(y + h)n − yn ≤ hn(y + h)n−1 ≤ hn(y + 1)n−1 < x− yn,¡gy (y + h)n < x, �s ez�rt y + h ∈ E. Ez ellentmond y fels� hat r volt nak.Tegy�k fel, hogy yn > x. Legyen
k = yn − x

nyn−1 .Ekkor 0 < k < y. Ha t ≥ y − k, akkor
yn − tn ≤ yn − (y − k)n ≤ knyn−1 = yn = x,¡gy tn ≥ x, �s t /∈ E. �gy y − k az E egy fels� korl tja. Ez ellentmond y fels� hat rvolt nak. �K�vetkezm�ny. Ha a �s b nemnegat¡v val¢s sz mok �s n ∈ N+, akkor n

√
ab =

n
√
a n
√
b.Bizony¡t s. Legyen α = n

√
a �s β = n

√
b. Ekkor (αβ)n = ab, ¡gy az egy�rtelm�s�g-b�l k�vetkezik az  ll¡t s. �* A term�szetes, az eg�sz �s a raion lis sz mok bevezet�se a val¢s sz -mok seg¡ts�g�vel. Az x+ := x + 1, ha x ∈ R jel�l�ssel, jel�lje N az R mindazon Nr�szhalmainak a metszet�t, amelyek rendelkeznek az al bbi k�t tulajdons ggal:(1) 0 ∈ N ;



(2) ha n ∈ N , akkor n+ ∈ N .Az N halmaz elemeit term�szetes sz moknak nevezz�k. (Vannak, akik a term�szetessz mokat 1-el kezdik.)Megmutatjuk, hogy N rendelkezik az al bbi tulajdons gokkal, amelyeket t�rt�netiokokb¢l Peano-axi¢m knak nevezz�k:(1) 0 ∈ N;(2) ha n ∈ N, akkor n+ ∈ N;(3) ha n ∈ N, akkor n+ 6= 0;(4) ha n,m ∈ N �s n+ = m+, akkor n = m;(5) ha S ⊂ N, 0 ∈ S �s ha n ∈ S akkor n+ ∈ S, akkor S = N.Mivel N olyan halmazok metszete, amelyek rendelkeznek az (1) �s (2) tulajdons -gokkal, N is rendelkezik ezekkel a tulajdons gokkal, ¡gy (P1) �s (P2) teljes�l. (P5) amatematikai induki¢ elve vagy r�viden az induki¢ elve (a teljes induki¢ elve elnevez�sis haszn latos, de mi ezt sz�kebb �rtelemben fogjuk haszn lni); abb¢l k�vetkezik, hogyaz S halmaz rendelkezik az (1) �s (2) tulajdons gokkal, ¡gy N ⊂ S. (P4) k�vetkezik azegyszer�s¡t�si szab lyb¢l. V�g�l (P3) fenn ll s t (P5) seg¡ts�g�vel bizony¡tjuk. (Az ilyenbizony¡t sokat matematikai induki¢val vagy r�viden induki¢val val¢ bizony¡t soknakszok s nevezni, �s nagyon gyakran szerepelnek term�szetes sz mokra vonatkoz¢  ll¡t sokbizony¡t s n l.) Legyen S = {n ∈ N : n+ > 0}. Nyilv n 0 ∈ S, �s ha n ∈ S, akkor(n+)+ > 0 + 1 > 0, ¡gy n+ ∈ S. Innen (P5) miatt S = N, azaz teljes�l (P3).Megjegyezz�k, hogy ha m,n ∈ N, akkor (n szerinti induki¢val) m+ n ∈ N. Hason-l¢an, mivel mn+ = mn+m, az n szerinti induki¢val kapjuk, hogy mn ∈ N, ha m,n ∈ N.Ugyansak n szerinti induki¢val, ha m,n ∈ N �s m ≤ n, akkor n−m ∈ N.A term�szetes sz mok k�r�ben az �sszead sra n�zve sak a 0-nak van inverze, m s-k�nt sz¢lva, a kivon s  ltal ban nem v�gezhet� el. Ez indokolta az eg�sz sz mok beveze-t�s�t. A Z = −N ∪ N ⊂ R halmaz elemeit oknak nevezz�k. A de�n¡i¢ alapj n ad¢dik,hogy Z-b�l nem vezet ki az �sszead s �s az addit¡v inverz k�pz�se, az el�jelszab ly alapj npedig, hogy a szorz s sem.Az eg�sz sz mok k�r�ben a nem nulla elemek k�z�l sak 1-nek �s −1-nek van mul-tiplikat¡v inverze, m sk�nt sz¢lva, az oszt s  ltal ban nem v�gezhet� el. Ez indokoltaa raion lis sz mok bevezet�s�t. A Q = {m/n ∈ R : m,n ∈ Z, n 6= 0} halmaz elemeitraion lis sz moknak nevezz�k; R \ Q elemeit irraion lis sz moknak szok s nevezni. Araion lis sz mok rendezett testet alkotnak: 0 = 0/1 ∈ Q, 1 = 1/1 ∈ Q, ha m/n ∈ Q �s
m′/n′ ∈ Q, akkor (−m)/n = −m/n ∈ Q, m/n + m′/n′ = (mn′ + m′n)/(nn′) ∈ Q�s (m/n)(m′/n′) = (mm′)/(nn′) ∈ Q, valamint ha 0 6= m/n, akkor m 6= 0, ¡gy1/(m/n) = n/m ∈ Q.
• 60/5 :

<K�nnyen ellen�rizhet�, hogy ij = k, ji = −k, jk = i, kj = −i, ki = j, ik = −j. Ezek
>



K�nnyen ellen�rizhet�, hogy ij = k, ji = −k, jk = i, kj = −i, ki = j, ik = −j.A sz mol si szab lyok legegyszer�bben a 3.3.  bra alapj n jegyezhet�k meg: a nyilakment�n haladva iklikusan k�rbe, a k�t kvaterni¢ szorzata a harmadik, m¡g ellenkez�ir nyba haladva az ellentettje. Ezek
• 60/8 :

<sz mok felser�lhet�k i, j, k-val, sz molni vel�k.
>sz mok felser�lhet�k i, j, k-val, sz molni vel�k.

ij

k0.9.  bra: kvaterni¢k szorz sa.
• 60/17 . . .27 :

<Kvaterni¢k �s a h romdimenzi¢s euklideszi t�r. A kvaterni¢k R4 pontjainakis tekinthet�k. A kvaterni¢k �sszead sa megfelel a vektorok szok sos �sszead s nak.A tiszt n k�pzetes kvaterni¢k R3 pontjaival azonos¡that¢k. A p = xi + yj + zk �s
p′ = x′i + y′j + z′k tiszt n k�pzetes kvaterni¢k szorzat nak val¢s r�sze −〈p, p′〉, ahol
〈p, p′〉 = xx′+yy′+zz′, k�pzetes r�sze pedig p×p′ = (yz′−zy′)i+(zx′−xz′)j+(xy′−x′y)k.A (p, p′) 7→ 〈p, p′〉 lek�pez�st bels� szorz snak nevezz�k (nem m�velet!). A (p, p′) 7→ p×p′lek�pez�s nem kommutat¡v m�velet, amely mindk�t oldalr¢l disztribut¡v az �sszead sran�zve, �s vektori szorz snak vagy k�ls� szorz snak szok s nevezni. V�g�l, ha p′′ is egytiszt n k�pzetes kvaterni¢, akkor a (p, p′, p′′) 7→ 〈p, p′× p′′〉 lek�pez�st vegyes szorz snakszok s nevezni. A kvaterni¢kat a h romdimenzi¢s mozg sokkal val¢ szoros kapsolatukmiatt felhaszn lj k robotok vez�rl�s�n�l.

>* Vektori lis szorz s. A kvaterni¢szorz s elt�r�s�t a kommutativit st¢l a p × q =12 (pq − qp) mennyis�ggel m�rhetj�k. Ez egy £j szorz s a kvaterni¢k k�z�tt, amelyetvektori lis szorz snak nevez�nk, mert a k�nnyen ellen�rizhet� ℜ(pq) = ℜ(qp) egyenl�s�gmiatt a val¢s r�sze mindig nulla. A vektori lis szorz s mindk�t oldalr¢l disztribut¡v az�sszead sra n�zve �s val¢s sz m b rmelyik t�nyez�j�b�l kiemelhet�. Nyilv n p × p = 0b rmely p ∈ H-ra, ahonnan0 = (p+ q)× (p+ q) = p× p+ p× q + q × p+ q × q= p× q + q × p,



teh t tetsz�leges p, q ∈ H-ra p× q = −q× p, azaz a vektori lis szorz s nem kommutat¡v,hanem antikommutat¡v . A de�n¡i¢b¢l k�nnyen ad¢dik, hogy teljes�l a Jaobi-identit s:tetsz�leges p, q, r ∈ H-ra(p× q)× r + (q × r)× p+ (r × p)× q = 0.A vektori lis szorz s nem asszoiat¡v, p�ld ul i× (i× j) = i×k = −j, m¡g (i× i)× j = 0.* Kvaterni¢k �s a h romdimenzi¢s euklid�szi t�r. A kvaterni¢k a fentiek alap-j n R4 (azaz a n�gydimenzi¢s t�rid�) pontjainak is tekinthet�k. A kvaterni¢k �ssze-ad sa megfelel az R4-beli �sszead snak. A tiszt n k�pzetes kvaterni¢k R3-mal, �s ¡gya h rom dimenzi¢s t�r pontjaival azonos¡that¢k: egy der�ksz�g� koordin tarendszerben(x, y, z) ∈ R3 koordin t kkal rendelkez� pontnak az xi+yj+zk tiszt n k�pzetes kvaterni¢felel meg. Ily m¢don i, j �s k rendre a koordin tarendszer h rom tengely�n vett egy-s�gvektoroknak felelnek meg. Ha m st nem mondunk, akkor a koordin tarendszert £gyv lasztjuk, hogy jobbsodr s£ legyen, azaz egy jobbmenetes savart az i vektor ir ny b¢la j vektor ir ny ba forgatva, a k vektor ir ny ba haladjon. A tiszt n k�pzetes kvaterni¢k�sszead sa megfelel a t�rbeli vektorok szok sos (paralelogramma-szab ly) �sszead s nak.A v = xi+ yj + zk �s v′ = x′i+ y′j + z′k tiszt n k�pzetes kvaterni¢k szorzat nak val¢sr�sze −〈v, v′〉, ahol 〈v, v′〉 = xx′ + yy′ + zz′, k�pzetes r�sze pedig
ℑ(vv′) = 12(vv′ − vv′) = 12(vv′ − v′v) = 12(

vv′ − (−v′)(−v)) = 12(vv′ − v′v)= v × v′ = (yz′ − zy′)i+ (zx′ − xz′)j + (xy′ − x′y)k.A (v, v′) 7→ 〈v, v′〉 lek�pez�st bels� szorz snak vagy skal ris szorz snak nevezz�k (b rnem m�velet, de �kommutat¡v" �s �mindk�t oldalr¢l disztribut¡v az �sszead sra n�zve").Nyilv n 〈v, v〉 = |v|2. Egy kvaterni¢ pontosan akkor vektor, ha a n�gyzete val¢s �s kisebbvagy egyenl� nulla: ha s skal r, v vektor, akkor(s+ v)2 = s2 + v2 + 2sv = s2 − 〈v, v〉 + v × v + 2sv = s2 − 〈v, v〉+ 2sv;ez az s = 0 esetben val¢s �s kisebb, vagy egyenl� nulla, �s ha val¢s, akkor v = 0 vagy
s = 0, de a v = 0, s 6= 0 esetben nagyobb mint nulla. Ha v′′ is egy vektor, akkor, mintk�nnyen kisz molhat¢, v×(v′×v′′) = 〈v, v′′〉v′−〈v, v′〉v′′. V�g�l a (v, v′, v′′) 7→ 〈v, v′×v′′〉lek�pez�st vegyes szorz snak szok s nevezni.
• 60/−10 . . .− 8 :

<(mert mindk�t oldal n�gyzete ppqq), ∣

∣ℜ(p)∣∣ ≤ |p|, ∣

∣ℑ(p)∣∣ ≤ |p| �s |p| ≤ ∣

∣ℜ(p)∣∣ + ∣

∣ℑ(p)∣∣.Ugyan£gy, mint a komplex sz mok eset�ben, bel that¢, hogy teljes�l a |p+ q| ≤ |p|+ |q|h romsz�g-egyenl�tlens�g �s a ∣

∣|p| − |q|
∣

∣ ≤ |p− q| egyenl�tlens�g.
>(mert mindk�t oldal n�gyzete ppqq). Teljes�l a |p+q| ≤ |p|+|q| h romsz�g-egyenl�tlens�g�s a bel�le kaphat¢ ∣

∣|p|−|q|
∣

∣ ≤ |p−q| egyenl�tlens�g; mindkett� ugyan£gy kaphat¢, minta komplex sz mokn l.



* A szorz sok geometriai jelent�se. Ha egy vektort val¢s sz mmal (skal rral)szorzunk, az a vektor ny£jt s nak illetve �sszeh£z s nak felel meg, negat¡v val¢s sz meset�n pedig az ir ny¡t s is v ltozik. Az el�z� pont szerint ha v �s v′ tiszt n k�pzeteskvaterni¢k, azaz vektorok, akkor(1) 〈v, v′〉2 + |v × v′|2 = |v|2|v′|2.Innen ∣

∣〈v, v′〉
∣

∣ ≤ |v||v′| �s |v × v′| ≤ |v||v′|.A koszinusz-t�telb�l, ha a v �s v′ vektorok  ltal bez rt sz�g ϕ, akkor2|v||v′| osϕ = |v|2 + |v′|2 − |v − v′|2= 〈v, v〉 + 〈v′, v′〉 − (

〈v, v〉+ 〈v′, v′〉 − 〈v, v′〉 − 〈v′, v〉)= 2〈v, v′〉,teh t 〈v, v′〉 = |v||v′| osϕ. Ha v egys�gvektor �s v′ 6= 0, akkor 〈v, v′〉 abszol£t �rt�ke a
v′ vektor v ir ny£ vet�let�nek hossza, el�jele pedig pozit¡v, ha a k�t vektor hegyessz�getz r be, negat¡v, ha a k�t vektor tompasz�get z r be, �s nulla, ha mer�legesek.Ebb�l az eredm�nyb�l (1) felhaszn l s val |v × v′| = |v||v′|| sinϕ|, a v �s v′  ltalkifesz¡tett paralelogramma ter�lete. Teh t ha v �s v′ p rhuzamosak, akkor vektori szor-zatuk nulla lesz. Egyszer� sz mol ssal ad¢dik, hogy 〈v, v × v′〉 = 0 �s 〈v′, v × v′〉 = 0,azaz v× v′ mer�leges a v �s v′ vektorokra. Az ir ny¡t s meghat roz s hoz vegy�k �szre,hogy ha a v vektort az i ir nyba, a v′ vektort pedig az i �s j  ltal adott s¡kba forgatjuk,de £gy, hogy m sodik koordin t ja ne legyen negat¡v, akkor vektori szorzatuk k ir ny£.Ez azt jelent, hogy v, v′ �s v × v′ ugyanolyan ir ny¡t s£ vektorrendszert alkotnak, mint
i, j �s k.V�g�l a vegyes szorzat geometriai jelent�se a v, v′ �s v′′ vektorok  ltal kifesz¡tettparalellepipedon el�jeles t�rfogata, hiszen ennek alapter�lete |v′ × v′′|, magass ga pedig
|v| osϕ, ahol ϕ a v �s v′ × v′′  ltal bez rt sz�g.* Forgat sok. A kvaterni¢kat a h romdimenzi¢s forgat sokkal val¢ szoros kapsola-tuk miatt felhaszn lj k robotok vez�rl�s�n�l. Legyen p egy egys�gvektor, azaz egys�gnyiabszol£t �rt�k� vektor, v pedig egy tetsz�leges p-re mer�leges vektor. Megmutatjuk,hogy a v 7→ qv lek�pez�s, ahol q az egys�gnyi abszol£t �rt�k� q = osϕ + p sinϕ kva-terni¢, a v vektornak a ϕ sz�ggel val¢ elforgat sa a p tengely k�r�l, �spedig a p vektorv�ge fel�l n�zve olyan ir nyba, mint a k vektor v�ge fel�l i-nek j-be val¢ forgat sa. Mivel
〈v, p〉 = 0,

qv = (osϕ+ p sinϕ)v = v osϕ+ pv sinϕ = v osϕ+ p× v sinϕ,amib�l ad¢dik az  ll¡t s.Most tekints�k a v 7→ qvq−1 lek�pez�st. Megmutatjuk, hogy ez tetsz�leges v vektorraa p tengely k�r�li 2ϕ sz�ggel val¢ elforgat s. El�sz�r tegy�k fel, hogy v mer�leges p-re.Mivel q−1 = osϕ− p sinϕ, a ~v = qv jel�l�ssel, mivel ~v mer�leges p-re,~vq−1 = ~v(cosϕ− p sinϕ) = ~v osϕ− ~v × p sinϕ = ~v osϕ+ p× ~v sinϕ,



azaz ~vq−1 a ~v vektor ϕ sz�ggel t�rt�n� tov bbforgat s val kaphat¢. Most legyen vtetsz�leges, �s ¡rjuk fel v = v′+v′′ alakban, ahol v′ = αp, α = 〈v, p〉 �s v′′ = v−v′. Mivel
v′′ mer�leges p-re, qv′′q−1 a v′′-nek 2ϕ sz�ggel val¢ elforgat s val ad¢dik. M sr�szt
qv′q−1 = (osϕ+ p sinϕ)αp(osϕ− p sinϕ) = αp(os2 ϕ+ 〈p, p〉 sin2 α) = αp = v′,azaz v′ a transzform i¢n l nem v ltozik. Ezzel az  ll¡t st bel ttuk.Az  ll¡t sb¢l azonnal ad¢dik, hogy k�t forgat s egym sut nja is forgat s, �s ennektengelye �s sz�ge is meghat rozhat¢, mert a v 7→ q′vq′

−1 �s v 7→ q′′vq′′
−1 lek�pez�sek�sszet�tele a v 7→ qvq−1 lek�pez�s, ahol q = q′′q′ egys�gnyi abszol£t �rt�k� kvaterni¢.Vegy�k �gyelembe, hogy ϕ �s ϕ + π ugyanazt a forgat st adj k, de a osϕ + p sinϕ �sa os(ϕ+ π) + p sin(ϕ+ π) = − osϕ− p sinϕ kvaterni¢k egym s ellentettjei. Ǒltal no-sabban, b rmely q 6= 0 kvaterni¢ra �s α 6= 0 val¢s sz mra a v 7→ qvq−1 �s a v 7→ q′vq′

−1lek�pez�sek megegyeznek, ha q′ = αq.* Egy�b geometriai alkalmaz sok. A h romdimenzi¢s t�rben p0 �s p1  ltal meg-adott pontok t vols ga |p1 − p0|. Ha p0 6= p1, akkor a k�t ponton  tmen� egyenesnek a
v = p1−p0 vektor egy ir nyvektora; az egyenes b rmely p pontj ra p−p0 a v vektor egyskal rszorosa, azaz valamely t ∈ R-re p = p0 + tv. Ez az egyenes param�teres egyenlete.Ha p0, p1 �s p2 h rom pont, amelyek nem esnek egy egyenesbe, akkor a h rom ponton tmen� s¡k tetsz�leges p pontj hoz l�teznek olyan t1 �s t2 val¢s sz mok, amelyekkel a
p − p0 = v ir nyvektorra v = t1v1 + t2v2, ahol v1 illetve v2 a p1 − p0 illetve p2 − p0ir nyvektorok. Innen p = p0 + t1v1 + t2v2, ez a s¡k param�teres egyenlete. A koordin -t kat ki¡rva, ez h rom �sszef�gg�st jelent. Kett�b�l kifejezve a t1 �s t2 param�tereket,�s be¡rva a harmadikba, egy egyenletet kapunk, ez a s¡k egyenlete. Ugyanezt £gy ismegkaphatjuk, hogy v lasztunk egy, a v1-re �s a v2-re is mer�leges n norm lvektort, p�l-d ul v1 × v2-t, �s �szrevessz�k, hogy a v vektorokat az jellemzi, hogy mer�legesek n-re,azaz 〈p, n〉 = 〈p0, n〉. Hasonl¢ m¢don, a s¡k param�teres egyenlet�b�l k�t s¡k egyenlet�tkaphatjuk (az egyenes ezek metszete), ez az egyenes egyenletrendszere.A p pont �s a p0 ponton  tmen�, n norm lvektor£ s¡k t vols g t k�l�n�sen egy-szer� sz molni, ha n-et egys�gvektornak v lasztjuk, mivel ez a p − p0 vektor n ir ny£vet�let�nek hossza, azaz 〈p− p0, n〉 abszol£t �rt�ke. Egy p pont t vols g t a p0 ponton tmen�, v ir nyvektor£ egyenest�l ugyansak akkor a legegyszer�bb akkor sz molni, ha
v egys�gvektor: ez (p − p0) × v hossza. A p1 illetve p2 pontokon  tmen�, v1 illetve v2ir nyvektor£ egyenesek t vols ga, ha n egys�gvektor, amely mer�leges v1-re �s v2-re is,
〈p2−p1, n〉 abszol£t �rt�ke. Ezen k�t egyenes hajl ssz�ge a v1 �s v2 vektorok  ltal bez rtsz�g, amelynek koszinusza 〈v1, v2〉 abszol£t �rt�ke, ha v1 �s v2 egys�gvektorok. V�g�l a
v ir nyvektor£ egyenes �s az n norm lvektor£ s¡k hajl ssz�g�nek sz¡nusza, ha n �s v isegys�gvektor, 〈v, n〉 abszol£t �rt�ke.
• 61/1 . . .3 :

<
ℜ(u) = ℜ(p), k�pzetes r�sze ℑ(u) = (

ℑ(p), q). Egyszer� sz mol s mutatja, hogy OAbel-soport a fenti �sszead ssal: a nullelem a (0, 0) p r, a (p, q) p r addit¡v inverze a



(−p,−q) p r. Teljes�l mindk�t oldali disztributivit s is. Vegy�k �szre, hogy ha p, p′ ∈ H,akkor
>

ℜ(u) = ℜ(p), k�pzetes r�sze ℑ(u) = (

ℑ(p), q). (A jel�l�s elt�r a komplex sz mokn lszok sost¢l!) A de�n¡i¢ alapj n k�nnyen bel that¢, hogy ha u, v ∈ O, akkor u = u,
u+u = 2ℜ(u), u−u = 2ℑ(u), u+ v = u+v, ℜ(uv) = ℜ(vu) �s uv = v u (si!). Egyszer�sz mol s mutatja, hogy O Abel-soport a fenti �sszead ssal: a nullelem a (0, 0) p r, a(p, q) p r addit¡v inverze a (−p,−q) p r. A szorz sra n�zve az (1, 0) p r egys�gelem.Teljes�l mindk�t oldali disztributivit s is. Vegy�k �szre, hogy ha p, p′ ∈ H, akkor
• 61/12 . . .16 :

<fel¡rhat¢ a + bi + cj + dk + el + fm + gn + ho alakban, ahol a, b, c, d, e, f, g, h ∈ R. Aszorz s nem asszoiat¡v, mert p�ld ul (ij)l = kl 6= −kl = i(jl). Az uu sz m itt is nemnegat¡v val¢s sz m, amely akkor �s sak akkor nulla, ha u = 0, �s seg¡ts�g�vel b rmelyadott u, v ∈ O, u 6= 0 okt vokhoz tal lhat¢k olyan okt vok, amelyekkel u-t balr¢l, illetvejobbr¢l szorozva v-t kapjuk, nevezetesen (1/(uu))(vu), illetve (1/(uu))(uv).
>fel¡rhat¢ a + bi + cj + dk + el + fm + gn + ho alakban, ahol a, b, c, d, e, f, g, h ∈ R.Ilyen alakban ℜ(u) = a, ℑ(u) = u − ℜ(u) �s u = ℜ(u) − ℑ(u), azaz u-at £gy kapjuk,hogy i, j, k, l, m, n �s o egy�tthat¢j t az ellentettj�vel helyettes¡tj�k. Az i, j, k, l,

m, n, o elemek mindegyik�nek a n�gyzete −1, egy�bk�nt a szorzataikra vonatkoz¢ | ade�n¡i¢b¢l ad¢d¢ | sz mol si szab lyok a 3.4.  br r¢l olvashat¢k le: a k�r�n, illetveaz egyeneseken a megjel�lt ir nyban haladva (iklikusan) az egyik elemt�l a m sikig azeredm�ny a harmadik elem lesz, m¡g ellenkez� ir nyban haladva az ellentettje.
ij

k

l

m n

o

0.10.  bra: okt vok szorz sa.A szorz s nem asszoiat¡v, mert p�ld ul(ij)l = kl = o 6= −o = in = i(jl).Az u, v, w elemek szorz s nak asszoiativit st¢l val¢ elt�r�s�t az[u, v, w℄ = (uv)w − u(vw)



mennyis�ggel, az £gynevezett asszoi torral m�rhetj�k. Az asszoi tor az u, v, w elemekk�z�l kett�t felser�lve ellenkez�j�re v ltozik, ezt alternat¡v tulajdons gnak nevezz�k;b r az alternat¡v tulajdons g k�zvetlen�l is kisz molhat¢, megmutatjuk, hogy k�vetkezika disztributivit sokb¢l �s a k�nnyebben kisz molhat¢(uu)v = u(uv) �s v(uu) = (vu)u,azaz [u, u, v℄ = 0 �s [v, u, u℄ = 0 spei lis eseteib�l. Val¢ban, ezekb�l0 = [u, u+ v, u+ v℄ = [u, u, u℄ + [u, u, v℄ + [u, v, u℄ + [u, v, v℄ = [u, v, u℄,azaz az asszoiativit s mindig teljes�l, ha k�t t�nyez� egyenl�. Innen0 = [u, v + w, v + w℄ = [u, v, v℄ + [u, v, w℄ + [u,w, v℄ + [u,w,w℄,azaz [u, v, w℄ = −[u,w, v℄. Hasonl¢an ad¢dik a t�bbi eset.Ha u = a+ bi+ cj+dk+ el+fm+ gn+ho, ahol a, b, c, d, e, f, g, h ∈ R, akkor legyen
|u| = √

a2 + b2 + c2 + d2 + e2 + f2 + g2 + h2.A kvaterni¢kra a szok sos abszol£t �rt�ket kapjuk vissza. Ha u, v ∈ O, akkor uu = uu =
|u|2, |0| = 0, u 6= 0 eset�n |u| > 0, |u| = |u|, ∣

∣ℜ(u)∣∣ ≤ |u|, ∣

∣ℑ(u)∣∣ ≤ |u|, �s |uv| = |u||v|(mert mindk�t oldal n�gyzete (uu)(vv)). Teljes�l az |u + v| ≤ |u| + |v| h romsz�g-egyenl�tlens�g �s a bel�le kaphat¢ ∣

∣|u|−|v|
∣

∣ ≤ |u−v| egyenl�tlens�g; mindkett� ugyan£gykaphat¢, mint a komplex sz mokn l.Figyelj�k meg, hogy b rmely u, v ∈ O, u 6= 0 okt vokhoz pontosan egy olyan wokt v van, amelyre uw = v, nevezetesen w = (1/|u|2)(uv); az egy�rtelm�s�g onnank�vetkezik, hogy ha uw = v = uw′, akkor u(w − w′) = 0, ahonnan |w − w′| = 0.Hasonl¢an egy�rtelm�en oldhat¢ meg w-re a wu = v egyenlet is, ha u 6= 0, nevezetesen
w = (1/(uu))(vu).
• 66/2 :

<kek �sszege k; ezek az A halmaz ism�tl�ses kombin i¢i. Ha A v�ges halmaz, akkor ezek
>kek �sszege k; ezek az A halmaz k-ad oszt ly£ ism�tl�ses kombin i¢i. Ha A v�geshalmaz, akkor ezek

• 69/4 :
<Kiv laszt si axi¢ma. Nem �res halmazok b rmely sal dj hoz l�tezik
>* Kiv laszt si axi¢ma. Nem �res halmazok b rmely sal dj hoz l�tezik



• 69/12 :
<Zorn-lemma. Ha egy r�szbenrendezett halmaz minden l na fel�lr�l kor-* Bizony¡t s. A Zorn-lemma k�vetkezik az £gynevezett Hausdor�-f�le maximum-
>* Zorn-lemma. Ha egy r�szbenrendezett halmaz minden l na fel�lr�l kor-Bizony¡t s. A Zorn-lemma k�vetkezik az £gynevezett Hausdor�-f�le maximum-

• 71/4 :
<J¢lrendez�si t�tel. Minden halmaz j¢lrendezhet�.* Bizony¡t s. LegyenX egy halmaz, �s tekints�k X×X azon r�szhalmazait, amelyek
>* J¢lrendez�si t�tel. Minden halmaz j¢lrendezhet�.Bizony¡t s. LegyenX egy halmaz, �s tekints�k X×X azon r�szhalmazait, amelyek

• 72/9 :
<

Y -t is az YX , YY �s Y∞ halmazra.
>

Y -t is az YX , YY �s Y∞ halmazra. (L sd az 5.1.  br t.)
Y

X
XX XY X∞

YX YY Y∞0.11.  bra
• 74/12 :

<Az f k�ls�n�sen egy�rtelm� �s N-re k�pez. �

>Az f k�ls�n�sen egy�rtelm� �s N-re k�pez, mert a (0, k), (1, k − 1), . . . , (k, 0) p rokatrendre a
k(k + 1)2 ,

k(k + 1)2 + 1, . . . , k(k + 1)2 + k = k+(k+ + 1)2 − 1sz mokba viszi  t. �



• 78/−1 :
<Az a ∈ R asszoi ltjai az εa alak£ elemek, ahol ε egys�g.
>Az a ∈ R asszoi ltjai az εa alak£ elemek, ahol ε egys�g.Egy elemnek az asszoi ltjait¢l k�l�nb�z� oszt¢it az elem val¢di oszt¢inak nevezz�k.Egy nem nulla elemnek az asszoi ltak �s az egys�gek a trivi lis oszt¢i.

• 82/8 :
< lim

x→∞

♮{p : p ≤ x, p pr¡msz m}
xlnx = 1.

> lim
x→∞

♮{p : p ≤ x, p pr¡msz m}
xlnx = 1.Illusztr i¢k�nt l sd a 6.1.  br t.

• 83/6 :
<�s fut sideje nem hosszabb, mint egy konstansszor az n hossz nak a 13-dik hatv nya.
>�s fut sideje nem hosszabb, mint egy konstansszor az n hossz nak a 13-adik hatv nya.

• 84/3 . . .4 :
<reprezent ljuk. Az a elem  ltal reprezent lt marad�koszt lyt a mod m vagy r�videbben

a jel�li. Term�szetesen a marad�koszt ly b rmely eleme v laszthat¢ reprezent nsnak.
>reprezent ljuk. Az a elem  ltal reprezent lt marad�koszt lyt ~a mod m vagy r�videbben~a jel�li. Term�szetesen a marad�koszt ly b rmely eleme v laszthat¢ reprezent nsnak.

• 84/−12 :
<�rdektelen. Ha m = ±1, akkor Zm egyelem�, a z�r¢gy�r�, ¡gy ez az eset is �rdektelen.
>�rdektelen. Ha m = ±1, akkor Zm egyelem�, a z�r¢gy�r�, ¡gy ez az eset is �rdektelen.* Komplemens sz m br zol s. Negat¡v sz mok sz m¡t¢g�pes  br zol s ra elter-jedt a komplemens  br zol s. Csak a bin ris g�pek eset�vel foglalkozunk. Egy n-bitesg�pen az egyik, r�gebben haszn lt lehet�s�g 0 ≤ k < 2n−1 eset�n −k  br zol s ra, hogy

−k mod (2n − 1) kettes sz mrendszerbeli alakj t t roljuk. Ezt £gy kapjuk, hogy k ket-tes sz mrendszerbeli alakj t levonjuk 2n − 1 kettes sz mrendszerbeli alakj b¢l. Mivelez ut¢bbi supa egyesb�l  ll, a kivon s sor n nins  tvitel, k kettes sz mrendszerbeli



0.12.  bra: a 240000-n�l kisebb p ratlan pr¡mek, sorfolytonosan, 400 soralakj t sak bitenk�nt komplement ljuk. Innen ered az  br zol s neve: egyesekre komp-



lemens  br zol s. A negat¡v sz mok legfels� bitje 1, de a null nak k�t  br zol sa van:000 . . . 000 �s 111 . . .111. Az ellentett k�pz�se gyors, az  br zolhat¢ sz mok intervallumaszimmetrikus a null ra, de az el�jeles sz mok �sszead s t modulo (2n − 1) kell v�gezni.M ra kiszor¡totta a kettes komplemens  br zol s: 0 < k ≤ 2n−1 eset�n −k  br zol -s ra −k mod 2n kettes sz mrendszerbeli alakj t t roljuk. Ezt £gy kapjuk, hogy k kettessz mrendszerbeli alakj nak vessz�k a bitenk�nti komplementer�t, majd hozz adunk 1-et.Enn�l pontosan a negat¡v sz mok legfels� bitje 1, �s a null nak sak egy  br zol sa van.Az ellentett k�pz�se lassabb, �s az  br zolhat¢ sz mok intervalluma nem szimmetrikus anull ra, de az el�jeles sz mok �sszead s t is modulo 2n kell v�gezni, ugyan£gy, mint azel�jel n�lk�liek�t. Term�szetesen mindk�t  br zol sn l el�fordulhat t£lsordul s, ha azeredm�ny nins az  br zolhat¢ intervallumban.
• 84/−5 . . .− 4 :

<Bizony¡t s. Legyen d = lnko(a,m). Ha 1 < d < m, akkor a · (m/d) = (a/d) ·m ≡ 0(mod m), ahonnan x = m/d jel�l�ssel a · x = 0, azaz a nulloszt¢ Zm-ben. Ha d = 1,
>Bizony¡t s. Legyen d = lnko(a,m). Ha 1 < d < m, akkor a · (m/d) = (a/d) ·m ≡ 0(mod m), ahonnan x = m/d jel�l�ssel ~a · ~x = ~0, azaz ~a nulloszt¢ Zm-ben. Ha d = 1,

• 84/−2 :
<

ax+my = 1. Innen ax ≡ 1 (mod m) azaz a · x = 1 miatt x az a inverze Zm-ben.
>

ax+my = 1. Innen ax ≡ 1 (mod m) azaz ~a · ~x = ~1 miatt ~x az ~a inverze Zm-ben.
• 85/1 :

<Az Euler-f�le ϕ f�ggv�ny. Legyen m > 0 eg�sz sz m, �s jel�lje ϕ(m) a
>Diszkr�t logaritmus probl�ma. A k�vetkez� pont mutatja, hogy Zm-ben nemneh�z hatv nyozni. Azonban a tapasztalat szerint m�g ha m pr¡m is, Zm invert lhat¢elemeinek multiplikat¡v soportj ban egy a alap �s egy ak hatv ny ismeret�ben neh�zmeghat rozni a k kitev�t, legal bbis ha m − 1-nek vannak nagy pr¡mt�nyez�i: ez adiszkr�t logaritmus probl�ma. A probl�ma sz mos m s soport eset�n is neh�znek t�nik.* Gyors hatv nyoz s. Az al bbi algoritmus ak rmilyenG (multiplikat¡v) f�lsoport-ban hat�konyan kisz molja egy g ∈ G elem n-edik hatv ny t, ahol n ∈ N+. (C�lszer� n-etkettes sz mrendszerben fel¡rni, mert akkor a mell�ksz m¡t sok trivi lisak.) V lasszunkolyan k ∈ N-et, amelyre 2k ≤ n < 2k+1. Minden 0 ≤ j ≤ k-ra sorban kisz m¡tjuk

xj = gnj -t, ahol nj = ⌊n/2k−j⌋, azaz nj az n bin ris fel¡r s nak els� j + 1 jegye  ltalmegadott term�szetes sz m. Nyilv n n0 = 1, ¡gy x0 = g. Ha nj p ros, akkor nj = 2nj−1,¡gy xj = x2j−1, ha pedig nj p ratlan, akkor nj = 2nj−1 + 1, ¡gy xj = gx2j−1. Az ered-m�ny xk = gn. P�ld ul ha n = 23, akkor n kettes sz mrendszerben 10111, ¡gy nj,



j = 0, 1, 2, 3, 4-re kettes sz mrendszerben 1, 10, 101, 1011 �s 10111, teh t x0 = gn0 = g,
x1 = gn1 = x20, x2 = gn2 = gx21, x3 = gn3 = gx22 �s x4 = gn = gn4 = gx23.DiÆe{Hellmann{Merkle-kulssere. A felhaszn l¢k meg llapodnak egy nagy(t�bb sz z jegy�) Sophie Germain pr¡mben, azaz olyan p pr¡mben, amelyre q = 2p + 1is pr¡m, valamint egy 1 < g < p − 1 alapban. (B r nem tudjuk, hogy van-e v�gtelensok Sophie Germain pr¡m, a tapasztalat szerint el�g s�r�n vannak, az n jegy�ek k�z�ttit vols g nagys grendben n2.) Ha k�t felhaszn l¢, Aliz �s Bob valamely szok sos rejt-jelz�si rendszer, p�ld ul az AES (l sd 8.3.55.) felhaszn l s val titkos¡tott �zenetet akarv ltani, akkor sz�ks�g�k van egy v�letlenszer� k�z�s kulsra. V lasztanak egy 1 < a < pilletve 1 < b < p v�letlen kitev�t, kisz molj k �s felteszik a honlapukra a ga mod q illetve
gb mod q �rt�keket. Mindketten ki tudj k sz molni gab mod q �rt�k�t, ez lesz a k�z�s tit-kos kuls. Az elj r s biztons ga azon m£lik, hogy g, ga mod q �s gb mod q ismeret�bensem l tszik jobb megold s gab mod q meghat roz s ra, mint a vagy b megkeres�se, ez vi-szont a neh�z diszkr�t logaritmus probl�ma. Ezt a kulssere m¢dszert haszn lja az ssh(seure shell) �s az SSL (Seure Soket Layer), illetve annak a tov bbfejleszt�se, a TLS(Transport Layer Seurity) protokoll is. Az �zenetek manipul l s ra k�pes �k�zbe�kel�-d�" t mad¢ £gynevezett �nagymester sakk t mad s val" szemben v�dtelen, ez�rt nembiztons gos h l¢zaton ink bb egy m¢dos¡tott form ban haszn lj k: digit lisan al ¡rva(l sd 6.2.39., 6.2.42.) k�ldik  t a ga mod q illetve gb mod q �rt�keket.Hasonl¢an haszn lhat¢ m s soport is, amelyben k�nny� a hatv nyoz s, de neh�z adiszkr�t logaritmus probl�ma megold sa.Feladat [5℄. K�sz¡ts�nk 3 alap£ logaritmust bl t Z17-ben.Az Euler-f�le ϕ f�ggv�ny. Legyen m > 0 eg�sz sz m, �s jel�lje ϕ(m) a
• 87/−7 :

<Az RSA-elj r s. Az al bbi rejtjelz�si s�m t Rivest, Shamir �s Adleman tal lt k.Keress�nk k�t �nagy" p, q pr¡met, p 6= q (p�ld ul 140{160 jegy�eket), �s legyen n = pq.V lasszunk egy v�letlen 1 < e < (p − 1)(q − 1) exponenst, �s a b�v¡tett euklideszialgoritmussal oldjuk meg az
ed ≡ 1 (mod (p− 1)(q − 1))kongrueni t. (Ha azt tal ljuk, hogylnko(e, (p− 1)(q − 1))> 1,kezdj�nk mindent el�lr�l.) Ha 1 < m < n egy �zenet, akkor c = me mod n haszn lhat¢,mint az �zenet rejtjelzett form ja. Ebb�l az �zenet visszakaphat¢:(me)d = mk(p−1)(q−1)+1 = (

m(p−1))k(q−1)
·m ≡ m (mod p),



mert ha p|m, akkor mindk�t oldal null val kongruens, ha viszont p ∤m, akkor a Fermat-t�tel szerint mp−1 ≡ 1 (mod p). Hasonl¢an (me)d ≡ m (mod q). Innen a k¡nai mara-d�kt�tel szerint m = cd mod n. Az n �s e �rt�kek nyilv noss gra is hozhat¢k. Az elj r sbiztons ga azon m£lik, hogy n pr¡mt�nyez�inek meghat roz sa a mai m¢dszerekkel �v-milli rdokig tartana.A s�ma felhaszn lhat¢ digit lis al ¡r sra is: Aliz (esetleg Bob kuls val rejtjelezve)az
m,mdA mod nAp rt k�ldi el Bobnak (a m sodik sz m az al ¡r s).Az elj r s bizony¡tv nyok ki ll¡t s ra is felhaszn lhat¢. Egy hitelt �rdeml� szer-vezett�l, aminek nyilv nos kuls t mindenki ismeri, al ¡rt lev�lben kaphatjuk meg Aliznyilv nos kuls t, ¡gy ha Alizt¢l levelet kapunk, biztosak lehet�nk benne, hogy nemsal¢val  llunk szemben, aki Aliznak adja ki mag t.Az RSA-elj r s egy alkalmaz sa gyorsabb, nem nyilv nos kuls£ rejtjelz� elj r sokkulsainak ser�je.Az elj r shoz sz�ks�ges �nagy" pr¡meket p�ld ul a Miller{Rabin-f�le val¢sz¡n�s�giteszttel tal lhatjuk meg. A hatv nyoz s hat�konyan egy gyors hatv nyoz si elj r ssalv�gezhet�.

>Az RSA-elj r s. Az al bbi rejtjelez�si s�m t Rivest, Shamir �s Adleman tal lt k.Keress�nk k�t �nagy" (p�ld ul 150{160 jegy�) p, q, p 6= q pr¡met, �s legyen n = pq.V lasszunk egy 1 < e < (p − 1)(q − 1) kitev�t, �s a b�v¡tett euklideszi algoritmussaloldjuk meg az
ed ≡ 1 (mod (p− 1)(q − 1))kongrueni t. (Ha azt tal ljuk, hogylnko(e, (p− 1)(q − 1))> 1,kezdj�k el�lr�l az elj r st.) Ha 1 < m < n egy �zenet, akkor c = me mod n haszn lhat¢,mint az �zenet rejtjelezett form ja. Ebb�l az �zenet £jabb hatv nyoz ssal visszakaphat¢:(me)d = mk(p−1)(q−1)+1 = (

m(p−1))k(q−1)
·m ≡ m (mod p),mert ha p|m, akkor mindk�t oldal null val kongruens, ha viszont p ∤m, akkor a Fermat-t�tel szerint mp−1 ≡ 1 (mod p). Hasonl¢an (me)d ≡ m (mod q). Innen a k¡nai mara-d�kt�tel szerint, mivel p 6= q pr¡mek, m = cd mod n. Az n �s e �rt�kek nyilv noss grais hozhat¢k, ekkor b rki tud nek�nk rejtjelzett �zenetet k�ldeni: az elj r s £gynevezettnyilv nos kuls£ k¢dol s. Biztons ga azon m£lik, hogy d, p �s q �rt�k�t m s nem ismeri:az n pr¡mt�nyez�inek meghat roz sa a mai m¢dszerekkel nagyon sok ig tartana, mertnagy pr¡mt�nyez�k meghat roz s ra nins hat�kony m¢dszer�nk.Az RSA elj r s felhaszn lhat¢ digit lis al ¡r sra is: Aliz (Bob kuls val rejtjelezve)nemsak az m �zenetet, hanem

mdA mod nA



�rt�k�t is elk�ldi Bobnak: ez az al ¡r s, mert sak Aliz volt k�pes kisz m¡tani. Ha az
m �zenet hossz£, �lszer� egy h(m) v�letlenszer�nek l tsz¢ �lenyomat t" haszn lni azal ¡r sn l m helyett. Rejtjelez�si �lra kifejlesztett, jelenleg gyakran haszn lt lenyomat-k�pz� �hash"-f�ggv�nyek a 160 bites lenyomatot ad¢ SHA-1 (Seure Hash Algorithm)illetve a szabadalommal nem v�dett RIPEMD-160 (RACE Integrity Primitives Evalua-tion Message Digest). �jabb v ltozataik nagyobb biztons got ad¢ hosszabb lenyomatotadnak: l sd a Wikipedia-t.Az elj r s bizony¡tv nyok ki ll¡t s ra is felhaszn lhat¢. Egy hitelt �rdeml� szer-vezett�l, aminek nyilv nos kuls t mindenki ismeri, al ¡rt lev�lben kaphatjuk meg Aliznyilv nos kuls t, ¡gy ha Alizt¢l levelet kapunk, biztosak lehet�nk benne, hogy nemsal¢t¢l kaptunk �zenetet, aki Aliznak adja ki mag t.Az RSA-elj r s egy alkalmaz sa n la gyorsabb, nem nyilv nos, hanem szimmetrikuskuls£ �klasszikus" rejtjelez� elj r sok (p�ld ul AES, l sd 8.3.55.) kulsainak ser�je. �gym�k�dik p�ld ul az e-mail-ek v�delm�re szolg l¢ PGP (Pretty Good Privay) rendszer,amely el�sz�r egy v�letlen kulsot gener l, azt  tk�ldi RSA-rejtjelez�ssel, majd az al ¡rt�zenetet k�ldi el a v�letlen kulsal rejtjelezve. Ezt a m¢dszert �digit lis bor¡t�knak"nevezik.Az RSA k¢dol s haszn lat n l n�h ny biztons gi szab ly be kell tartani. M s-m s n-et haszn ljunk rejtjelez�sre �s digit lis al ¡r sra. Az n bitjeinek sz ma legfeljebbn�ggyel legyen r�videbb, mint a n�vleges bitsz m, ami ma szok sosan 1024. A pr¡meket£gy nyerj�k, hogy v�letlenszer�en v lasztott sz mokt¢l kezdve keress�k meg az els� pr¡-met, ezzel biztos¡that¢ a magas (minimum 128 bit) entr¢pia (l sd 9.1.1.). A nagyobb �sa kisebb pr¡m h nyadosa legal bb √2, de legfeljebb 230 legyen. V�letlen hexadeim lisjegyeket nyerhet�nk p�ld ul egy karaktersorozat visszag�pel�s�n�l m�rve az id�ket mo-dulo 16 ms. Az e exponenst nem aj nlatos t£l kisinek v lasztani, szok sos legkisebb�rt�ke 65537. Az �zenet egy nulla b jttal kezd�dik, majd ezut n egy legal bb 8 nemnulla b jtot tartalmaz¢ (v�letlen, minden �zenetn�l m s) �s¢z s" k�vetkezik, amelyetegy £jabb nulla b jt hat rol, �s ezut n k�vetkeznek a sz�veg b jtjai; a teljes hossz 128b jt. A kezd� nulla b jt biztos¡tja, hogy m < n. A �s¢z s" szerepe az, hogy ne lehes-sen kital lni az �zenetet, �s rejtjelezve ellen�rizni, hogy t�nyleg az-e. Hosszabb �zenetetr�szekre bontunk. A dek¢dol s gyors¡that¢, ha a

cdmod(p−1) mod p �s cdmod(q−1) mod q�rt�keket sz m¡tjuk ki, �s ezekb�l a k¡nai marad�kt�tel alapj n  ll¡tjuk vissza m-et. AzRSA  lt nos¡that¢ arra az esetre, amikor n kett�n�l t�bb �nagy" pr¡m szorzata. A 2048n�vleges bitsz m val¢sz¡n�leg legal bb 10-15 �vre biztos¡tja a titkoss got, 3072 bit j¢valtov bb. Tov bbi r�szletek: RFC 3447.Az elj r shoz sz�ks�ges �nagy" pr¡meket p�ld ul a Miller{Rabin-f�le val¢sz¡n�s�giteszttel tal lhatjuk meg.
• 88/−3 :

<Ism�telt alkalmaz s val tetsz�legesen kis val¢sz¡n�s�get el�rhet�nk.



A val¢sz¡n�s�gi teszt nagyon ritk n hib zik: 25 · 109-ig sak 13 olyan �sszetett sz mvan, amely  tmegy a teszten az a = 2, 3, 5 alapokkal.* Gyors hatv nyoz s. Az al bbi algoritmus ak rmilyen G (multiplikat¡v) f�lso-portban kisz molja egy g ∈ G elem n-edik hatv ny t, ahol n ∈ N+. (C�lszer� n-etkettes sz mrendszerben fel¡rni, mert akkor a mell�ksz m¡t sok trivi lisak.) V lasszunkolyan k ∈ N-et, amelyre 2k ≤ n < 2k+1. Minden 0 ≤ j ≤ k-ra kisz m¡tjuk xj = gnj -t,ahol nj = ⌊n/2k−j⌋. Nyilv n n0 = 1, ¡gy x0 = g. Ha nj p ros, akkor nj = 2nj−1,¡gy xj = x2j−1, ha pedig nj p ratlan, akkor nj = 2nj−1 + 1, ¡gy xj = gx2j−1. Az ered-m�ny xk = gn. P�ld ul ha n = 23, akkor n kettes sz mrendszerben 10111, ¡gy nj,
j = 0, 1, 2, 3, 4 kettes sz mrendszerben 1, 10, 101, 1011 �s 10111, teh t x0 = gn0 = g,
x1 = gn1 = x20, x2 = gn2 = gx21, x3 = gn3 = gx22 �s x4 = gn = gn4 = gx23.

>Ism�telt alkalmaz s val tetsz�legesen kis hibaval¢sz¡n�s�get el�rhet�nk. P�ld ul kript-rogr �ai �lra 2−60-n l kisebb hibaval¢sz¡n�s�get szok s el�¡rni, amit 30 v�letlen alappalel�rhet�nk.A val¢sz¡n�s�gi teszt nagyon ritk n hib zik. Az els� �sszetett sz m, amely a 2alappal  tmegy a teszten 2 047, amely m�g a 3 alappal is 1 373 653, amely m�g az 5alappal is 25 326 001, amely m�g a 7 alappal is 118 670 087 467, amely m�g a 11 alappal is2 152 302 898 747, amely m�g a 13 alappal is 3 474 789 660 383, �s amely m�g a 17 alappalis 341 550 071 728 321.* Digital Signature Standard. A DSS szabv ny az al bbi DSA (Digital SignatureAlgorithm) elj r st haszn lja digit lis al ¡r sra: V lasszunk egy h kriptogr �ai �hash"-f�ggv�nyt, amely az m �zenetb�l 160 bites �lenyomatot" k�sz¡t (l sd a 6.2.39. pontot).Keress�nk egy 160 bites q pr¡met, majd egy olyan 1024 bites p pr¡met, amelyre p − 1t�bbsz�r�se q-nak, �s v lasszunk egy olyan a alapot, amelyre g = a(p−1)/q mod p >1. Minden felhaszn l¢ a h f�ggv�nyt �s a g, p, q �rt�keket fogja haszn lni. Mindenfelhaszn l¢ v laszt mag nak egy v�letlen titkos 1 < x < q �rt�ket, kisz molja y =
gx mod p �rt�k�t, �s az nyilv noss gra hozza. Egy-egy �zenet al ¡r s nak a menete ak�vetkez�: V lasztunk egy 1 < k < q v�letlen �rt�ket. Kisz moljuk az

r = (gk mod p) mod q�s
s = k−1(h(m) + xr

) mod q�rt�k�t. Abban a ritka esetben, amikor r = 0 vagy s = 0, £j k �rt�ket v lasztunk,egy�bk�nt az al ¡r s az (r, s) p r. Az al ¡r s ellen�rz�s�re a ¡mzett kisz molja az w =
s−1 mod q, u1 = h(m)w mod q, u2 = rw mod q �s v = (gu1yu2 mod p) mod q �rt�keket.Ha v = r, akkor az al ¡r st helyesnek fogadja el. Val¢ban, mivel a Fermat-t�tel szerint
gq ≡ ap−1 ≡ 1 (mod p), tov bb  k ≡ h(m)s−1 + xrs−1 (mod q), azt kapjuk, hogy

gk ≡ gh(m)wgxrw ≡ gh(m)wyrw ≡ gu1yu2 (mod p),ahonnan r = v.Az elj r s hosszabb, p�ld ul 224 vagy 256 bites lenyomatot ad¢ hash-f�ggv�nnyel �sugyanennyi bites q-val, valamint 2048 illetve 3072 bites p-vel is haszn lhat¢.



• 90/13 :
<2ν(2) = 2.
>2ν(2) = 2.Legyen κ(n) az n sz m pr¡mt�nyez�inek, ν(n) pedig az n k�l�nb�z� pr¡moszt¢inaksz ma. P�ld ul κ(1) = 0, κ(2) = 1, κ(3) = 1, κ(4) = 2, κ(5) = 1, κ(6) = 1 �s ν(1) = 0,

ν(2) = 1, ν(3) = 1, ν(4) = 1, ν(5) = 1, ν(6) = 2. K�nnyen v�giggondolhat¢, hogy κteljesen addit¡v sz melm�letif�ggv�ny, m¡g ν addit¡v, de nyilv n nem teljesen addit¡v,p�ld ul 1 = ν(4) 6= 2ν(2) = 2.Ha r tetsz�leges val¢s sz m, legyen σr(n) = ∑0<d|n d
r, �s legyen τ = σ0, σ = σ1,azaz τ az oszt¢k sz ma, σ pedig az oszt¢k �sszege. P�ld ul τ(1) = 1, τ(2) = 2, τ(3) = 2,

τ(4) = 3, τ(5) = 2, τ(6) = 4 �s σ(1) = 1, σ(2) = 3, σ(3) = 4, σ(4) = 7, σ(5) = 6, σ(6) =12. Mivel ha m �s n relat¡v pr¡mek, akkor mn minden pozit¡v oszt¢ja egy�rtelm�en¡rhat¢ fel cd alakban, ahol c az m, d pedig az n pozit¡v oszt¢ja,
σr(mn) = ∑0<cd|mn

(cd)r = ∑0<c|m

∑0<d|n

crdr = ∑0<c|m

cr
∑0<d|n

dr= ∑0<c|m

crσr(n) = σr(m)σr(n),azaz σr multiplikat¡v minden r-re. Mivel pα oszt¢i 1, p, p2, . . . , pα, kapjuk, hogy τ(pα) =
α + 1 �s σr(pα) = (pr(α+1) − 1)/(pr − 1), ha r 6= 0. Innen, ha n = pα11 · · · pαk

t az nkanonikus alakja, akkor
τ(n) = (α1 + 1) · · · (αk + 1)�s

σr(n) = k
∏

j=1 pr(αj+1)
j − 1
pr

j − 1 , ha r 6= 0.A sz melm�leti f�ggv�nyek �rt�k�nek sz m¡t sa  ltal ban nem egyszer�, ismern�nkkell hozz  a sz m kanonikus alakj t.
• 90/13 :

<
◦* De�n¡i¢. Ha k tetsz�leges val¢s sz m, legyen σk(n) = ∑

d|n d
k, �s legyen τ = σ0,

σ = σ1. Mivel σk az n 7→ nk (teljesen) multiplikat¡v sz melm�leti f�ggv�ny �sszegz�sif�ggv�nye, multiplikat¡v. Tov bb , ha n = pα11 · · · pαk

k az n kanonikus alakja, akkor
τ(n) = (α1 + 1) · · · (αk + 1)�s
σ(n) = k

∏

j=1 pαj+1
j − 1
pj − 1 ,



ugyanis τ(pα) = α+ 1 �s σ(pα) = (pα+1 − 1)/(p− 1), hiszen pα oszt¢i 1, p, p2, . . . , pα.
>

◦* P�lda. Tetsz�leges k val¢s sz mra a σk sz melm�leti f�ggv�ny multiplikativit sa k�-vetkezik abb¢l, hogy az n 7→ nk (teljesen) multiplikat¡v sz melm�leti f�ggv�ny �sszegz�sif�ggv�nye.
• 93/1 :

<L nt�rtek. Val¢s sz mok q1, q1 + 1/q2, q1 + 1/(q2 + 1/q3), . . . alak£ k�-
>* L nt�rtek. Val¢s sz mok q1, q1 + 1/q2, q1 + 1/(q2 + 1/q3), . . . alak£ k�-

• 93/−4 :
<

◦ P�ld k. (1) Hat rozzuk meg 172/62 l nt�rtk�zel¡t�seit. A sz m¡t s:
>

◦* P�ld k. (1) Hat rozzuk meg 172/62 l nt�rtk�zel¡t�seit. A sz m¡t s:
• 94/7 :

<L nt�rtk�zel¡t�sek z rt alakja. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel, ha
>* L nt�rtk�zel¡t�sek z rt alakja. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel, ha

• 95/1 :
<P�lda. Sz m¡tsuk ki 172/62 = //2, 1, 3, 2, 3// l nt�rtk�zel¡t�seit z rt alak-
>* P�lda. Sz m¡tsuk ki 172/62 = //2, 1, 3, 2, 3// l nt�rtk�zel¡t�seit z rt alak-

• 95/5 :
<

◦ Megjegyz�s. Egy val¢s sz m l nt�rtk�zel¡t�sei meglehet�sen gyorsan kon-
>

◦* Megjegyz�s. Egy val¢s sz m l nt�rtk�zel¡t�sei meglehet�sen gyorsan kon-
• 95/9 :

<Megjegyz�s. T�rt�neti �rdekess�g, hogy a g�r�g�k a l nt�rteket haszn lt k
>* Megjegyz�s. T�rt�neti �rdekess�g, hogy a g�r�g�k a l nt�rteket haszn lt k



• 95/−7 :
<T�tel. Legyen α egy irraion lis sz m. Az el�z� t�tel jel�l�seivel, ha p ∈ Z,
>* T�tel. Legyen α egy irraion lis sz m. Az el�z� t�tel jel�l�seivel, ha p ∈ Z,

• 95/−1 :
<* Bizony¡t s. L sd Niven �s Zukerman [66℄ k�nyv�t, 140. oldal. �

>Bizony¡t s. L sd Niven �s Zukerman [66℄ k�nyv�t, 140. oldal. �

• 96/1 :
<

◦ P�lda. K�zel¡ts�k a π sz mot l nt�rtek seg¡ts�g�vel. Mivel
>

◦* P�lda. K�zel¡ts�k a π sz mot l nt�rtek seg¡ts�g�vel. Mivel
• 97/2 :

<Ebben a fejezetben a gr felm�let alapjaival foglalkozunk. A gr felm�let jelent�s�g�tinformatikai alkalmaz sai adj k.
>Ebben a fejezetben a gr felm�let alapjaival foglalkozunk. Sz mos probl�m ban sakbizonyos dolgok k�z�tti kapsolatok l�tez�se vagy nem l�tez�se fontos, ilyenkor rendsze-rint gr felm�leti probl�m hoz jutunk. P�ld ul bej rhat¢-e a sakkt bla husz rral £gy,hogy ugyanoda �rj�nk vissza, ahonnan elindultunk? �rhatunk-e 0-kat �s 1-eket egy k�rmell� £gy, hogy adott ir nyban k�rbemenve minden lehets�ges m¢don leolvasva a n�gyegym s ut ni sz mjegyet, minden n�gy hossz£ 0{1-sorozatot pontosan egyszer kapjunkmeg? Legfeljebb h ny �sszek�ttet�s (vagy h ny g�p) eshet ki egy adott sz m¡t¢g�pesh l¢zatb¢l £gy, hogy m�g legyen b rmely k�t g�p k�z�tt �sszek�ttet�s? Mennyi egy sz -m¡t¢g�pes h l¢zat � tviteli kapait sa"? Hogyan t�rk�pezhet�k fel az emberek k�z�ttiismerets�gek? Legal bb h ny r�teg� nyomtatott  ramk�ri lap kell egy adott  ramk�rlegy rt s hoz? Melyik a legr�videbb villamos h l¢zat? H nyf�lek�ppen kapsol¢dhat-nak �ssze adott atomok? Milyen lehets�ges �reaki¢utak" vannak egy r�szeske�zikaifolyamatn l? A probl�m k k�l�nb�z� ter�letekr�l j�nnek, szerte gaz¢ak �s v ltoz¢ ne-h�zs�g�ek, de tal n a legfontosabb alkalmaz sokat az informatika adja.

• 98/5 :
<v�ges gr fok vizsg lat val foglalkozunk.
>v�ges gr fok vizsg lat val foglalkozunk.Ha G = (ϕ,E, V ) egy gr f, �s S ⊂ V , akkor jel�lje E(S) azon �lek halmaz t, amelyekegyik v�gpontja S-ben, a m sik pedig pedig V \ S-ben van.



• 98/−15 :
<valamely n ∈ N-re n-regul ris.
>valamely n ∈ N-re n-regul ris. P�lda n-regul ris gr fra az n-dimenzi¢s Hn hiperkoka:ennek s£sai az n hossz£ 0{1-sorozatok, �s k�t s£s akkor van �sszek�tve, ha a k�t so-rozat pontosan egy helyen k�l�nb�zik. Tov bbi p�ld k a Petersen-gr f �s az �t szab lyostest �lei �s s£sai  ltal alkotott gr fok: l sd a  br t.

• 98/−6 :
<K�t gr f izomor� j t  ltal ban nem k�nny� bizony¡tani, l�nyeg�ben nins sokkal jobbm¢dszer, mint az �sszes lehets�ges f , g lek�pez�seket kipr¢b lni. Persze, ha a k�t
>K�t gr f izomor� j t  ltal ban nem k�nny� bizony¡tani, n�ha nins l�nyegesen jobbm¢dszer, mint az �sszes lehets�ges f , g lek�pez�seket kipr¢b lni. P�ld ul a  br n szerepl�gr fra nem nyilv nval¢, hogy nem izomorf a Petersen-gr �al. Persze, ha a k�t

• 99/3 :
<

g(v) �s g(w) szomsz�dosak, akkor G �s G′ nyilv n izomorfak.
>

g(v) �s g(w) szomsz�dosak, akkor G �s G′ nyilv n izomorfak.A gr elm�let els�sorban gr ftulajdons gokkal foglalkozik; ezek olyan tulajdons gok,amelyekkel izomorf gr fok egyszerre rendelkeznek.
• 99/4 :

<Teljes gr fok. Ha egy egyszer� gr fban b rmely k�t k�l�nb�z� s£sot �l k�t �ssze,akkor a gr fot teljes gr f nak nevezz�k. Teljes gr fok eset�n, ha a s£sok halmazai k�z�ttl�tezik k�ls�n�sen egy�rtelm� lek�pez�s, akkor a k�t teljes gr f izomorf, azaz teljes gr foka s£sok �s �lek elnevez�s�t�l eltekintve megegyeznek. Ebben az �rtelemben besz�l�nkb rmely n ∈ N eset�n n sz�gpont£ teljes gr f r¢l. Az n sz�gpont£ teljes gr fnak n(n−1)/2�le van.
>P�ld k. Ha egy egyszer� gr fban b rmely k�t k�l�nb�z� s£sot �l k�t �ssze, ak-kor a gr fot teljes gr f nak vagy klikknek nevezz�k. Teljes gr fok eset�n, ha a s£sokhalmazai k�z�tt l�tezik k�ls�n�sen egy�rtelm� lek�pez�s, akkor a k�t teljes gr f izomorf,azaz teljes gr fok a s£sok �s �lek elnevez�s�t�l eltekintve megegyeznek. Ebben az �rte-lemben besz�l�nk b rmely n ∈ N eset�n n sz�gpont£ teljes gr fr¢l. Az n sz�gpont£ teljesgr fnak n(n−1)/2 �le van, �sKn-nel szok s jel�lni. Ugyanebben az �rtelemben besz�l�nkaz �t szb lyos test �lgr fj r¢l, a Petersen-gr fr¢l, a Hn hiperkok r¢l. N�h ny tov bbip�lda: a Cn iklus s£sai az n-edik egys�ggy�k�k, ahol �l megy minden egys�ggy�kb�la k�vetkez�be (iklikusan). A Pn �sv�ny Cn+1-b�l az 1-be viv� �l t�rl�s�vel ad¢dik. Az

Sn sillagban az n-edik egys�ggy�k�k vannak �sszek�tve a null val. L sd a  br t.



Gr fok Desartes-szorzata. Ha Gi = (ϕi, Ei, Vi), i ∈ I gr fok indexelt sal dja,akkor a ×i∈IGi Desartes-szorzatuk az a G = (E, V ) gr f, amelyben a s£sok halmaza
×i∈IVi, �s k�t s£s pontosan akkor van �sszek�tve, ha egy kiv�tel�vel minden koordin t -juk megegyezik, �s ha a j-edik koordin t k k�l�nb�znek, akkor a megfelel� s£sok �sszevannak k�tve a Gj gr fban. P�ld ul ha H1-b�l n p�ld ny Desartes-szorzat t vessz�k,
Hn-et kapjuk. Ilyen Desartes-szorzatot haszn lnak �sszek�ttet�si gr fnak massz¡v pa-ralel sz m¡t¢g�pekben: Hn mellett Pm k�t vagy h rom p�ld ny nak Desartes-szorzata(s¡kr s illetve t�rr s), valamint Cm k�t vagy h rom p�ld ny nak Desartes-szorzata(k�t- illetve h romdimenzi¢s t¢rusz) fordul el� gyakran; rendszerint m kett�hatv ny.
• 99/−13 . . .− 12 :

<�s b rmely k£t k�z�tt van egy �l, de t�bb �l nins. A 7.2.  br n balra l that¢ K5 az �tsz�gpont£ teljes gr f, m¡g jobbra K3,3 (�h rom h z, h rom k£t" gr f) p ros gr f.
>�s b rmely k£t k�z�tt van egy �l, de t�bb �l nins. Azt az egyszer� p ros gr fot, amelyben

♮(V ′) = m, ♮(V ′′) = n, �s minden V ′-beli s£s minden V ′′-beli s£sal �ssze van k�tve
Km,n-nel jel�lj�k.A 7.2.  br n balra l that¢K5, az �t sz�gpont£ teljes gr f, m¡g jobbra aK3,3 (�h romh z, h rom k£t") p ros gr f.
• 104/3 :

<vannak olyan s£sok, amelyeket az E′ �lhalmaz elv g, akkor E′-t elv g¢ �lhalmaznak
>vannak olyan s£sok, amelyeket az E′ �lhalmaz elv g, akkor E′-t elv g¢ halmaznak

• 105/10 :
<Bizony¡t s. El�sz�r tegy�k fel, hogy s = 1. Legyenek v �s v′ a p ratlan fok£ s£-sok. Tekints�k a v-b�l v′-be vezet�, k�l�nb�z� vonalak k�z�l a maxim lis hossz£s g£t.Ha ebben nem minden �l szerepelne, akkor az �sszef�gg�s�g miatt lenne a vonalon olyan

v′′ s£s, amelyre illeszked� �lek k�z�l nem minden �l van felhaszn lva. Induljunk elebb�l a s£sb¢l egy fel nem haszn lt �len, �s haladjunk mindig fel nem haszn lt �leken.Mivel minden s£sra p ros sok fel nem haszn lt �l illeszkedik, a tov bbhalad s sak ak-kor nem lehets�ges, ha vissza�r�nk v′′-be. Ha most az eredeti vonalon elmegy�nk v-b�l
v′′-be, az £j vonalon k�rbemegy�nk, majd az eredeti vonalon haladunk tov bb, akkor azeredeti vonaln l hosszabb vonalat kapn nk v-b�l v′-be.Teljesen hasonl¢an ad¢dik az s = 0 eset. Ha v = v′ eset�n van v-b�l v′-be vezet�z rt Euler-vonal, akkor a gr f minden s£sa p ros fok£, �s ha a gr f �sszef�gg�, akkorez a sz�ks�ges felt�tel el�gs�ges is.Az  ltal nos eset hasonl¢an bizony¡that¢. Kiv lasztva k�t k�l�nb�z� p ratlan fok£s£sot �s egy, az egyikb�l a m sikba vezet� utat, a felhaszn lt �leket t�r�lve, a gr f min-den s£s nak foksz ma p ros sz mmal s�kken, kiv�ve a kezd�pontot �s a v�gpontot. A



gr f ugyan nem biztos, hogy �sszef�gg� marad, de ha egy komponensben marad p ratlanfok£ s£s, akkor nem marad egyed�l, mert a p ratlan fok£ s£sb¢l elindulva, �s supak�l�nb�z� �leken s�t lva, sak egy p ratlan fok£ s£sban akadhatunk el. V�g�l, azokata legal bb egy �lt tartalmaz¢ komponenseket, amelyekben nem maradt p ratlan fok£s£s, bej rhatjuk egy z rt vonallal, �s ezt hozz vehetj�k valamelyik vonalhoz, amivelvan k�z�s pontja. �

>Bizony¡t s. A bizony¡t s konstrukt¡v. El�sz�r tegy�k fel, hogy s = 0. Induljunkki egy tetsz�legesen kiv lasztott v s£sb¢l  ll¢, �lt nem tartalmaz¢ z rt vonalb¢l. Haaz eddig kapott z rt vonalban nem minden �l szerepel, akkor az �sszef�gg�s�g miatt vana vonalon olyan v′ s£s, amelyre illeszked� �lek k�z�l nem minden �l van felhaszn lva.Induljunk el ebb�l a s£sb¢l egy fel nem haszn lt �len, �s haladjunk mindig fel nemhaszn lt �leken. Mivel minden s£sra p ros sok fel nem haszn lt �l illeszkedik, a to-v bbhalad s sak akkor nem lehets�ges, ha vissza�r�nk v′-be. Ha most az eredeti vonalonelmegy�nk v-b�l v′-be, az £j vonalon k�rbemegy�nk, majd az eredeti vonalon haladunktov bb, akkor az eredeti vonaln l hosszabb z rt vonalat kapnunk.Az  ltal nos eset bizony¡t s hoz k�ss�k �ssze p ronk�nt a p ratlan fok£ s£sokategy-egy £j �llel. A kapott gr fban van z rt Euler-vonal. Ebb�l t�r�lve az s £j �lt, s ny¡ltvonalra esik sz�t. �

• 107/1 :
<Kruskal algoritmusa. Egy (ϕ,E, V, w) �ls£lyozott �sszef�gg� v�ges gr fban az�sszes s£sot tartalmaz¢ �res r�szgr fb¢l indulva, �s a m r kiv lasztott r�szgr fhozaddig adva hozz  a minim lis s£ly£ olyan �lt, amellyel a kiv lasztott r�szgr f m�g nemtartalmaz k�rt, egy minim lis s£ly£ fesz¡t�f t kapunk.Bizony¡t s. Vil gos, hogy a kiv lasztott �lek egy F fesz¡t�f t adnak. Tegy�k fel,
>Moh¢ algoritmus minim lis fesz¡t�erd� konstruki¢j ra. Egy �ls£lyozottv�ges (ϕ,E, V, w) gr fban az �sszes s£sot tartalmaz¢ �res r�szgr fb¢l indulva, �s a m rkiv lasztott r�szgr fhoz am¡g lehet hozz adva egy minim lis s£ly£ olyan �lt, amellyel akiv lasztott r�szgr f m�g nem tartalmaz k�rt, egy minim lis s£ly£ fesz¡t�erd�t kapunk.Az algoritmus  ltal ban Kruskal algoritmusa n�ven ismeretes, b r Bor�uvka egy j¢valel�bb felfedezett �s a mor viai villamosh l¢zat megtervez�s�re haszn lt  ltal nosabb debonyolultabb algoritmus nak a spei lis esete. Felhaszn lhat¢ adatok soportos¡t s ra,£gynevezett klaszterez�sre is, ha egy adott s£lyhat r feletti �leket nem haszn lunk fel.Bizony¡t s. El�g egy komponensre szor¡tkozni. Vil gos, hogy a kiv lasztott �lekegy F fesz¡t�f t adnak. Tegy�k fel,

• 107/−7 . . .− 1 :
<



Megjegyz�s. Kruskal algoritmusa p�lda £gynevezett moh¢ algoritmusra: mindenl�p�sben a lehets�ges lehet�s�gek k�z�l az adott l�p�sben lehet� legkedvez�bbet v laszt-juk. A moh¢ algoritmusok nem mindig optim lisak, p�ld ul k�nny� p�ld t adni olyan 4s£spont£ teljes gr fra, amelyben a moh¢ algoritmus nem adja meg a minim lis s£ly£Hamilton-k�rt, ahogy az a  br n l that¢.Megjegyz�s. A gr felm�let t�bb mint 100 �vig megoldatlan probl�m ja volt an�gysz¡nsejt�s, mely szerint b rmely s¡kba rajzolhat¢ egyszer� gr f s£saihoz hozz ren-delhet�nk n�gy sz¡nt £gy, hogy a szomsz�dos s£sokhoz rendelt sz¡nek k�l�nb�z�ek.1976-ban Appel �s Haken amerikai matematikusok bizony¡tott k be a sejt�st. Ez volt azels� nevezetes matematikai probl�ma, amelynek bizony¡t s hoz sz m¡t¢g�pet is haszn l-tak.
>Moh¢ algoritmusok. Kruskal algoritmusa p�lda £gynevezett moh¢ algoritmusra:minden l�p�sben a lehets�ges lehet�s�gek k�z�l az adott l�p�sben lehet� legkedvez�bbetv lasztjuk. A moh¢ algoritmusok nem mindig optim lisak. M�g a Hamilton-k�r kere-s�s�n�l is nehezebb probl�ma az utaz¢ �gyn�k probl�m ja: v�ges, �sszef�gg�, �ls£lyo-zott gr fban a minim lis �sszs£ly£ Hamilton-k�r megtal l s ra (egy£ttal azt is eld�ntve,van-e Hamilton-k�r). Nem meglep� teh t, hogy az a moh¢ algoritmus, amely a legki-sebb s£ly£ �lb�l indulva, a kapott vonalat mindig valamelyik v�g�n egy minim lis s£ly£�llel hosszabb¡tja meg, m r egy 4 s£spont£ teljes gr fban sem felt�tlen�l tal lja meg aminim lis s£ly£ Hamilton-k�rt, ahogy az a  br n l that¢.

• 108/12 :
<ni lva. Mindazokat a fogalmakat, amelyeket ir ny¡tatlan gr fokra de�ni ltunk, haszn lni
>ni lva. Mindazokat a fogalmakat, amelyeket ir ny¡tatlan gr fokra de�ni ltunk | ide-�rtve a ¡mk�z�st, s£lyoz st, stb. is | haszn lni

• 108/−13 :
<huzamos �lekr�l besz�l�nk.
>huzamos �lekr�l besz�l�nk.Ha G = (ψ,E, V ) egy ir ny¡tott gr f, �s S ⊂ V , akkor jel�lje E+(S) azon �lekhalmaz t, amelyek kezd�pontja S-ben, v�gpontja pedig V \ S-ben van, �s jel�lje E−(S)azon �lek halmaz t, amelyek v�gpontja S-ben, kezd�pontja pedig V \ S-ben van.

• 108/−5 :
<hiszen minden £jabb �l mindh rom �sszeget eggyel n�veli.
>hiszen minden £jabb �l mindh rom �sszeget eggyel n�veli.



P�ld k. Egy ~Cn ir ny¡tott iklus s£sai az n-edik egys�ggy�k�k, ahol ir ny¡tott �lmegy minden egys�ggy�kb�l a k�vetkez�be (iklikusan). A ~Pn ir ny¡tott �sv�ny ~Cn+1-b�laz 1-be viv� �l t�rl�s�vel ad¢dik. Az ~Sn ir ny¡tott sillagban az n-edik egys�ggy�k�kb�lvisz ir ny¡tott �l a null ba. A ~Kn gr fban minden s£sb¢l minden t�le k�l�nb�z�s£sba visz ir ny¡tott �l (ez nem Kn ir ny¡t sa, ha n > 1). L sd a  br t.
• 108/−1 :

<Ezt m r haszn ltuk is a rel i¢kn l.
>Ezt m r haszn ltuk is a rel i¢kn l.V�ges gr fok �llist s  br zol sa. Legyen (ψ,E, V ) egy ir ny¡tott gr f. A s£sokbeolvas sakor minden s£snak adunk egy sorsz mot, �s egy t bl zatban (�lszer�enegy hasht bl ban) elt roljuk ezt a sorsz moz st. Minden s£shoz fel�p¡tj�k azon �leklist j t, amelyeknek ez a s£s a kezd�pontja: a ψ lek�pez�s olvas sakor, ha az (

e, (v, v′))p rt olvassuk, akkor az (n, n′) p rt hozz f�zz�k az n sorsz m£ s£s list j hoz, ahol n a v,az n′ pedig a v′ s£s sorsz ma. Egy�b j rul�kos inform i¢kat, p�ld ul a s£sok illetve�lek nev�t, imk�ket, stb. is a s£shoz illetve az �lhez f�zhet�nk. Sok gr falgoritmusk�nyelmesen megval¢s¡that¢ az �llist s  br zol ssal. P�ld ul a gr f megford¡t s t £gykaphatjuk, hogy az �llist kat v�gigolvasva, fel�p¡tj�k a megford¡t s �llist s  br zol s t.Ir ny¡tatlan gr fok �llist s  br zol s n l minden �lt mindegyik v�gpontj nak az �l-list j ba be¡runk. Ez annak felel meg, hogy minden nem hurok�lt egy oda-vissza men�ir ny¡tott �lp rnak tekint�nk. Sz mos, ir ny¡tott gr fokra kidolgozott algoritmus ezzelaz  br zol ssal ir ny¡tatlan gr fokra is m�k�dik.
• 109/−11 :

<egym st¢l k�l�nb�zik.Er�s �sszef�gg�s�g. Egy ir ny¡tott gr fot er�sen �sszef�gg�nek nevez�nk, ha b r-mely (v, v′) s£sp r eset�n vezet ir ny¡tott s�ta v-b�l v′-be. Ez nyilv n azzal ekvivalens,hogy b rmely (v, v′) s£sp r eset�n vezet ir ny¡tott £t v-b�l v′-be. Nyilv n
>egym st¢l k�l�nb�zik.Az, hogy v-b�l vezet ir ny¡tott s�ta v′-be, nyilv n azzal ekvivalens, hogy v-b�l v′-bevezet ir ny¡tott £t. Ez a rel i¢ nyilv n tranzit¡v. Ha a megfelel� szigor£ rel i¢ irreex¡vis | ami azzal ekvivalens, hogy nins ir ny¡tott k�r | akkor r�szben rendez�s. Az al bbialgoritmus eld�nti, hogy van-e ir ny¡tott k�r, �s ha nins, akkor ezt a r�szben rendez�stkiterjeszti rendez�ss�.Topologikus rendez�s. Az al bbi algoritmus egy v�ges gr fra eld�nti, hogy van-ebenne ir ny¡tott k�r, �s ha nins, akkor megadja a s£sok egy olyan sorrendj�t, hogysak akkor megy egy v s£sb¢l �l egy v′ s£sba, ha ebben a sorrendben v el�bb vanmint v′.



(1) [Iniializ l s.℄ Beolvassuk a gr fot �s fel�p¡tj�k az �llist s  br zol s t, egy£ttalminden s£shoz meghat rozva a befok t is. A nulla befok£ s£sokat betessz�kaz eredm�ny sorba. Legyen n a s£sok sz ma, m az eredm�ny sorba tett s£soksz ma �s i← 1.(2) [V�ge?℄ Ha i > n, a sorrend az eredm�ny sorban. Egy�bk�nt, ha i > m, akkor vanir ny¡tott k�r a marad�k n−m-s£s£ gr fban.(3) [�lt�rl�sek.℄ Az eredm�ny sor i-edik elem�b�l kiindul¢ �leket egyenk�nt t�r�lj�k, az�l v�gpontj nak befok t mindig eggyel s�kkentve. Ha valamelyik s£s befoka nullalesz, akkor a sor v�g�re tessz�k, eggyel n�velve m-et. v�g�l legyen i ← i + 1, �smenj�nk (2)-re.Bizony¡t s. Ha egy s£s beker�l az eredm�ny sorba, akkor m r minden olyan �l,amelyb�l hozz  .vezet �l, a sorban van. Ha nem minden s£s ker�l be az eredm�nysorba, akkor a marad�k gr f s£sain nem lehet r�szben rendez�s az a rel i¢, hogy vezet�l az egyikb�l a m sikba, mert nins legkisebb elem. �gy a megfelel� szigor£ rel i¢ nemirreex¡v, teh t van ir ny¡tott k�r. �Er�s �sszef�gg�s�g. Egy ir ny¡tott gr fot er�sen �sszef�gg�nek nevez�nk, hab rmely (v, v′) s£sp r eset�n vezet ir ny¡tott £t v-b�l v′-be. Nyilv n
• 110/1 :

<Ir ny¡tott f k. Egy ir ny¡tott gr fot ir ny¡tott f nak nevez�nk, ha fa, �s van olyans£sa, amelyb�l minden s£shoz vezet ir ny¡tott £t. Ez a s£s nyilv n egy�rtelm�enmeghat rozott, ez az ir ny¡tott fa gy�kere. (Vannak, akik ir ny¡tott f n az  ltalunkde�ni lt ir ny¡tott fa megford¡t s t �rtik: ilyenkor a gy�k�rhez vezet minden s£sb¢lir ny¡tott £t.) Ir ny¡tott f ban a gy�k�rt�l nyilv n sak egy £t vezet minden s£shoz.Ebb�l k�vetkezik, hogy minden, a gy�k�rt�l k�l�nb�z� s£s befoka egy. Azok a s£sok,amelyekhez n hossz£ £t vezet a gy�k�rt�l, alkotj k az n-edik szintet.
>Ir ny¡tott f k. Az ir ny¡tott fa olyan ir ny¡tott gr f, amely fa, �s van egy s£sa,amelynek a befoka 0, az �sszes t�bbi s£s befoka 1. Azt a s£sot, amelynek befoka0, gy�k�rnek nevezz�k. (Vannak, akik ir ny¡tott f n az  ltalunk de�ni lt ir ny¡tott famegford¡t s t �rtik: ilyenkor a gy�k�r kifoka 0, minden m s s£s kifoka 1.) Az £t hosszaszerinti induki¢val ad¢dik, hogy a gy�k�rb�l b rmely adott s£sba vezet� egyetlen £tegyben ir ny¡tott £t is; ennek hossza az adott s£s szintje.

• 110/1 :
<amelyek kifoka nulla, lev�lnek nevezz�k.
>amelyek kifoka nulla, lev�lnek nevezz�k.Ha egy ir ny¡tatlan f ban kijel�l�nk egy s£sot, akkor gy�keres f r¢l besz�l�nk.Gy�keres f nak egy �s sak egy ir ny¡t sa van, amellyel ir ny¡tott fa lesz £gy, hogy a



kijel�lt s£s a a gy�k�r: a kijel�lt s£sb¢l egy m sik adott s£sba vezet� egyetlen £tutols¢ �le legyen az adott s£shoz tartoz¢ egyetlen bemen� �l. �gy a gy�k�r kijel�l�seekvivalens az ir ny¡t s megad s val.Egy q-ad rend� fa egy olyan �l¡mk�zett ir ny¡tott fa, amelyben minden �l ¡mk�jeegy q-n l kisebb term�szetes sz m, �s minden s£sra a kimen� �lek ¡mk�i k�l�nb�znek.Legfontosabbak a bin ris f k: itt 0 vagy 1 helyett bal illetve jobb kimen� �lr�l, balilletve jobb gyerekr�l, stb. besz�l�nk. Megjegyezz�k, hogy k�t q-ad rend� f t akkor isk�l�nb�z�nek tekint�nk, ha sak a ¡mk�z�sben k�l�nb�znek, p�ld ul, ha egy bin risf ban sak egyetlen �l van, akkor sem mindegy, hogy az bal vagy jobb �l.Az ir ny¡tott f kat £gy szoktuk lerajzolni, hogy a gy�k�r van fel�l. Ez nem felel mega sz¢haszn latnak, de megfelel a gondolkod sunknak: a gy�k�r alatt vannak a gyermekei,stb.* Kupa. Legyen q ∈ N, q ≥ 2. Egy q-alap£ q-alap£ kupa rendezett halmazb¢lvett rekordoknak egy R0, R1, . . . , Rn−1 sorozata, amelyre teljes�l a kupa tulajdons g :ha 0 ≤ i < j < n �s i = ⌊(j − 1)/q⌋, akkor Ri ≤ Rj . A kupa £gy is felfoghat¢, mintegy ir ny¡tott fa, amelyben az Ri s£snak legfeljebb q gyermeke van: az Rj rekordok,ahol j = qi+ 1, qi+ 2, . . . , qi+ q �s j < n; a kupa tulajdons g azt jelenti, hogy a sz�l�sohasem nagyobb, mint a gyermeke. �gy a kupaban a R0 gy�k�rn�l nins kisebb rekord.Ez�rt alkalmas a kupa £gynevezett els�bbs�gi sorok kezel�s�re, amelyekben mindig alegkisebb elemre van sz�ks�g�nk, mint soron k�vetkez�re.Ha R0, R1, . . . , Rn−2 m r kupa, �s £j rekordot akarunk a kupahoz adni, akkorazt a sorozat v�g�re tessz�k, majd ha kisebb, mint a sz�l�je, megser�lj�k vele, �s eztfolytatjuk, m¡g a kupa tulajdons g helyre ll. N�ha els�bbs�gi sorokn l egy rekord meg-v ltozik, �s kisebb lesz, mint volt: ekkor is a fent le¡rt l�p�s ism�tl�s�vel  ll¡thatjuk helyrea kupa tulajdons got.A legfontosabb kupa m�velet a �s�llyeszt�s". Ezt alkalmazzuk p�ld ul, ha egyrekord megv ltozik, nagyobb lesz. Tegy�k fel, hogy az Ri rekord gyermekeihez tartoz¢r�szf kra teljes�l a kupa tulajdons g, �s azt akarjuk el�rni, hogy az Ri-hez tartoz¢r�szf ra is teljes�lj�n. Legyen Rj az Ri gyermekei k�z�l a legkisebb. Ha ez nem kisebb,mint Ri, akkor k�szen vagyunk. Ha kisebb, akkor ser�lj�k meg Ri-t �s Rj-t: az Ri �egyszinttel les�llyedt". Folytassuk a s�llyeszt�st az £j Rj-vel.A s�llyeszt�s seg¡ts�g�vel k�nny� az R0 rekordot kiser�lni egy £j rekordra: R0hely�re tessz�k az £j rekordot, majd s�llyesztj�k. Hasonl¢an, ha az R0, R1, . . . , Rnkupab¢l el akarjuk venni R0-at, akkor Rn-et a hely�re tessz�k, majd �s�llyesztj�k".Ha tetsz�leges m sik rekordot akarjuk elvenni, akkor £gy tekintj�k, mintha les�kkentvolna minden m s rekordn l kisebbre, ¡gy R0 hely�re ker�l, �s el tudjuk venni. Egy
R0, R1, . . . , Rn−1 sorozatb¢l £gy �p¡thet�nk kupaot, hogy az utols¢val kezdve a rekor-dokat sorra �s�llyesztj�k".Leggyakrabban a q = 2 esetet haszn ljuk, ekkor bin ris kupar¢l besz�l�nk. A q > 2esetnek sak akkor van jelent�s�ge, ha a rekordok gyakran s�kkennek, mert ha q nagy,ez a m�velet ols¢. Bin ris kupan l �lszer� a sorozatot 1-t�l indexelni, mert i′ = i+1,
j′ = j+1 jel�l�ssel a i = ⌊(j−1)/q⌋ �sszef�gg�s megfelel�je i′ = i+1 = 1+⌊(j−1)/q⌋ =



⌊j′/2⌋. Az al bbi p�lda a kupa�p¡t�st mutatja bin ris kupara, bet�kkel.build�inghea�pbuil�dingh�e�apbui�lain�g�hedpbu�iga�i�nlhedpb�ui�g�ainlhedpbaig�uinlh�e�dp�b�a�igdinlheupa�bi�g�dinlheup�abigdinlheup* Kuparendez�s. A kupastrukt£ra felhaszn lhat¢ rendezett halmazb¢l vett re-kordok egy sorozat nak a rendez�s�re. El�sz�r �p¡ts�nk kupaot. Ezut n a legkisebbrekordot elv�ve, s�kkents�k eggyel a kupaot, �s tegy�k a legkisebb rekordot a felszaba-dul¢ helyre, a t�bbi m�g�. Ezt a l�p�s ism�telve mindaddig, am¡g a kupa el nem fogy, akapott rekordsorozat monoton s�kken�. Ha monoton n�vekv� sorozatot akarunk, akkormegford¡tjuk az egyenl�tlens�geket.A kuparendez�s felhaszn lhat¢ k�ls� t rban l�v� rekordsorozat rendez�s�re is. Azels� f zisban megt�ltj�k a bels� t rat rekordokkal, kupaot �p¡t�nk, majd kivissz�k alegkisebb rekordot, �s beolvasunk egy £j rekordot. Ha az £j rekord nem kisebb, mint akivitt rekord, akkor a kupaba ker�l, ha kisebb, akkor a kupa eggyel s�kken, �s az £jrekord a kupa m�g� ker�l. Amikor a kupa elfogyott, elk�sz�lt egy �menet". A bentl�v� rekordokb¢l kupaot �p¡tve, £j menetet kezd�nk, eg�szen addig, am¡g a bemenet elnem fogy.A m sodik f zis a menetek ��sszef�s�l�s�vel" n�veli azok m�ret�t. J¢n�h ny menetetmegnyitva, mindegyikb�l beolvassuk az els� rekordot �s kupaot �p¡t�nk. A legkisebbrekord kivitele ut n ugyanabb¢l a menetb�l, amib�l ez sz rmazott, olvasunk a hely�reegy m sikat, mindaddig, am¡g minden megnyitott menet elfogy. A menetek sz m t |mind¡g a r�videbb menetek �sszef�s�l�s�vel | egyre s�kkentj�k: ez a rendezett kimenet.Gyakran a rekordok nagyok, mozgat suk id�ig�nyes (vagy bonyolult, mert nem egy-forma hossz£ak). Ekkor a kupaot sak a kulsaikb¢l �p¡tj�k, a kulshoz hozz t�ve arekord ¡m�t, de lehet sak a ¡mekb�l �piteni a kupaot.



* B-fa. Rekordok rendezett halmazb¢l vett kulsainak m gneslemezen val¢ t rol s raszolg l¢ strukt£ra. Egy q-ad rend� B-fa egy adatt bla rekordjainak kulsaib¢l �p¡tett q-adrend� ir ny¡tott fa (q ≥ 3), amelyben a gy�k�r �s a levelek kiv�tel�vel minden s£snaklegal bb q/2 gyermeke van, �s a levelek mind ugyanazon a szinten vannak. Ha egys£snak k + 1 gyermeke van, akkor k kulsot is tartalmaz, a k�vetkez� elrendez�sben:
P0,K1, P1,K2, . . . , Pk−1,Kk, Pk.Itt K1 < K2 < . . . < Kk kulsok, Pi pedig egy mutat¢ (pointer) azaz egy abszol£t vagyrelat¡v ¡m, amely egy olyan r�szf ra mutat, amelyben szerepl� kulsok szigor£an Ki �s

Ki+1 k�z� esnek. A levelekben nins inform i¢, ¡gy azokra mindre a NULL mutat¢ fogmutatni. Ugyansak NULL mutat¢ van a tov bbi mutat¢k hely�n. C�lszer�en mindens£s egy szektort foglal el a lemezen, ¡gy egyben olvashat¢ vagy ¡rhat¢. (A �kuls"tartalmazhat egy tov bbi mutat¢t is, amely a hozz  tartoz¢ rekordra mutat.) L sd a br t.A keres�s nyilv nval¢. �j kuls besz£r s hoz megkeress�k a �hely�t" a legals¢ szin-ten, �s oda sz£rjuk be; probl�ma sak akkor van, ha az adott szektorban ez lenne a q-adikkuls. Ekkor a szektort �kett�v gjuk", a �k�z�ps�" kulsot egy szinttel feljebb sz£rjukbe, a marad�kot pedig k�t szektorba tessz�k, a �k�z�ps�" kulsn l kisebb kulsokat azegyikbe, a nagyobbakat a m sikba. A t�rl�s sem sokkal bonyolultabb.* Oszd meg �s uralkodj. Az el�z� k�t p�lda, a kuparendez�s �s a B-fa tipikusp�lda az �oszd meg �s uralkodj" elv alkalmaz s ra: a feladatot kisebb r�szekre bontjuk,majd m�g kisebbekre, stb., amelyek £gy �p�lnek egym sra mint egy ir ny¡tott fa szintjei.Dijkstra m¢dszere. A (ψ,E, V, w) v�ges s£lyozott ir ny¡tott gr fra tegy�k fel,hogy az �ls£lyok pozit¡vak, s ∈ V �s T ⊂ V . Az al bbi algoritmus a s£shalmazon�rtelmez egy d : V → R f�ggv�nyt, amely t ∈ T eset�n az adott s s£sb¢l a t s£sbavezet� ir ny¡tott s�t k s£ly nak minimuma (+∞, ha nins ilyen s�ta):(1) [Iniializ l s.℄ Legyen S = ∅, H = {s} �s d(s) = 0; minden m s v s£sra legyen
d(v) = +∞.(2) [K�sz?℄ Ha T ⊂ S, vagy H = ∅, akkor az algoritmus v�get �rt.(3) [B�v¡t�s.℄ Legyen t ∈ H egy olyan s£s, amelyre d(t) minim lis. Tegy�k  t t-t
S-be, �s minden e �lre, amely t-b�l v ∈ V \ S-be vezet, ha d(t) +w(e) < d(v), akkorlegyen d(v) = d(t) + w(e), �s ha v /∈ H , tegy�k  t v-t H-ba. Menj�nk (2)-re.Bizony¡t s. Induki¢val megmutatjuk, hogy minden t ∈ S-re d(t) az s s£sb¢l a

t s£sba vezet� ir ny¡tott s�t k s£ly nak minimuma, ha pedig v ∈ H , akkor mindenolyan s-b�l v-be vezet� ir ny¡tott s�t nak, amelynek minden s£sa S-ben van, kiv�veaz utols¢t, a s£lya legal bb d(v). Iniializ l s ut n ez nyilv nval¢. Tegy�k fel, hogy(3)-ban t-t v lasztottuk, �s tekints�nk egy tetsz�leges s-b�l t-be vezet� ir ny¡tott s�t t.Legyen ennek s£lya W . Legyen t′ a s�ta els� olyan s£sa, amely nins S-ben. A s�ta
s-b�l t′-ig viv� r�sz�nek W ′ s£ly ra W ′ ≤W , �s az induki¢s feltev�s szerint W ′ ≥ d(t′),¡gy W ≥ d(t). Miut n (3)-ban a d(v) �rt�keket megv ltoztattuk, ha egy s�ta s-b�l v-bevisz, �s sak az utols¢ s£sa nins S-ben, legyen t′ az utols¢ el�tti s£sa, e pedig az



utols¢ �le. Mivel t′ ∈ S, az s-t�l t′-ig vezet� r�szs�ta s£lya legal bb d(t′), ¡gy a teljes s�tas£lya legal bb d(t′) + w(e), �s amikor t′-t bevett�k S-be, legfeljebb ennyire  ll¡tottuk
d(v) �rt�k�t, az¢ta pedig sak s�kkenhetett. �Megjegyz�s. Az el�z� algoritmus k�nnyen m¢dos¡that¢ £gy, hogy egy, az s-b�l
t-be vezet� minim lis �sszs£ly£ s�t t is megkapjunk: amikor d(v) �rt�k�t m¢dos¡tjuk,jegyezz�k fel a v s£shoz az e �lt, fel�l¡rva az el�z� feljegyz�st, ha volt olyan. A feljegy-z�sek seg¡ts�g�vel visszafel� k�vethet�nk egy minim lis �sszs£ly£ s�t t. Ha minden ilyens�t ra sz�ks�g�nk van, akkor minden s£sn l �leknek egy list j t kell nyilv ntartanunk:am¡g v /∈ H , a lista �res, egy�bk�nt ha (3)-ban d(t) + w(e) ≤ d(v), akkor e-vel b�v¡tj�ka list t, ha pedig d(t) + w(e) < d(v), akkor t�r�lj�k, �s beletessz�k e-t. Term�szetesenminden ilyen s�ta £t, mert az �lek s£lya pozit¡v.Dinamikus programoz s. N�ha olyan feladattal tal lkozunk, amely sz mos, egy-m st  tfed� r�szfeladatra vezet. Ilyenkor �lszer�bb lehet az �sszes r�szfeladatot meg-oldani. P�ld ul ha | az el�z� pont jel�l�seivel | sak az s-b�l t-be vezet� minim lis�sszs£ly£ s�ta s£lya �rdekel benn�nket, akkor is �lszer�bb | mint azt Dijkstra algorit-mus ban tessz�k | minden s£sra elkezdeni megoldani a felladatot. Ezt a megold sim¢dszert nevezik dinamikus programoz snak.* Feladat [7℄. Bin ris kupa �s �llist s  br zol s seg¡ts�g�vel ¡rjunk hat�kony algo-ritmust Dijsktra m¢dszer�re.* Sz�less�gi bej r s. Dijkstra m¢dszere arra is felhaszn lhat¢, hogy egy v�ges ir -ny¡tott gr fban keress�nk egy ir ny¡tott f kb¢l  ll¢ erd�t, amelyben minden f ban agy�k�rb�l az eredeti gr fban az adott s£sba vezet� legr�videbb ir ny¡tott £t szerepel:Minden �l s£ly t tekints�k 1-nek. V lasztva egy tetsz�leges s£sot, alkalmazzuk Dijkstram¢dszer�t. Ha maradt m�g s£s, a marad�k s£sokra £jra alkalmazzuk a m¢dszert,stb. �szrevehetj�k, hogy most a Dijkstra m¢dszer�n�l szerepl�H halmazban l�v� s£soks£lya legfeljebb k�tf�le lehet, a s£sok s£lya soha nem s�kken, �s az £jonnan beker�l�s£sok s£lya a nagyobbik s£ly. Ez azt jelenti, hogy a H halmaz elemeit tarthatjukegy sorban, amelynek a v�g�re tessz�k az £j bel�p�ket, �s az elej�r�l l�ptet�nk  t az Shalmazba.Azt is �szrevehetj�k, hogy ha ir ny¡tatlan gr f �llist s  br zol s ra alkalmazzuk am¢dszert, a fesz¡t� erd� f i az eredeti gr f egy fesz¡t� erdej�t adj k.* M�lys�gi bej r s. A sz�less�gi bej r st m¢dos¡tsuk £gy, hogy amikor kivesz�nkegy s£sot a H sorb¢l, a szomsz�dait betessz�k a sorba, de az £jonnan bel�p� s£sokatnem a sor v�g�re tessz�k, hanem az elej�re (a m r bentl�v�ket kihagyjuk). Itt a s£soknem s£lyt kapnak, hanem k�t sorsz mot. Az els� a bej r si sz m, ez azt mondja meg,hogy az adott s£s hanyadikk�nt ker�lt be aH halmazba, a m sodik a befejez�si sz m, ezazt mondja meg, hogy az adott s£s hanyadikk�nt ker�lt  t az S halmazba. Indul skorminden s£snak mindk�t sz ma nulla. A bej r si �s befejez�si sz mok egyr�szt mutatj k,hogy egy s£s melyik halmazban van, m sr�sz m s algoritmusok haszn lj k �ket.



* PERT. Egy nagy feladat r�szekre bont s nak �s a r�szfeladatok �temez�s�nek m¢d-szere a PERT (Program Evaluation and Review Tehnique). A r�szfeladatok egy ir ny¡-tott gr f �leinek felelnek meg, amelyek s£lya a r�szfeladat elv�gz�s�nek ideje. A s£sok llapotoknak felelnek meg: a s£sba befut¢ �leknek megfelel� r�szmunk knak be kell fe-jez�dnie, miel�tt a s£sb¢l kifut¢ �leknek megfelel� r�szmunk k megkezd�dhetnek. Azeg�sz munka az s start  llapotb¢l indul, �s a t termin l  llapotban fejez�dik be. A gr fnem tartalmazhat ir ny¡tott k�rt, s befoka �s t kifoka nulla, �s minden v s£sba rajtavan valamely s-b�l t-be vezet� ir ny¡tott £ton. A minim lis befejez�si id�tartamot amaxim lis �sszs£ly£ s-b�l t-be vezet� ir ny¡tott £t �sszs£lya adja. Ezt az utat (vagy azilyen utakat) kritikus £tnak nevezz�k, a kritikus utakon fekv� s£sok illetve �lek pediga kritikus s£sok illetve kritikus �lek: ezek k�sleked�se az eg�sz munka befejez�s�nekk�sleked�s�t jelenti. B r a hasonl¢ feladatok  ltal ban nehezek, seg¡t az, hogy a gr f nemtartalmaz ir ny¡tott k�rt. Az egyes s£sok el�r�s�nek legkor bbi id�pontjai meghat roz-hat¢k, ha a s£sokat megsz mozzuk egy topologikus rendez�snek megfelel� sorrendben.Legyen d(s) = d(1) = 0 �s i = 2, 3, . . . , n-re legyen
d(i) = min{d(j) + w(e) : e ∈ E+(i), ψ(e) = (j, i)}.Ugyan£gy, mint Dijkstra m¢dszer�n�l, nyomonk�vethetj�k a kritikus utakat is.* Folyamprobl�ma. Egy G = (ψ,E, V ) v�ges ir ny¡tott gr fot k�t kijel�lt pontj val,az s startal �s a t �llal (termin l), s 6= t, valamint egy c : E → R+ �ls£lyoz ssalh l¢zatnak nevez�nk. A c f�ggv�ny jelent�se az egyes �lek sz ll¡t si kapait sa (id�egys�galatt).Tetsz�leges S ⊂ V eset�n jel�lje E(S) azokat az �leket, amelyek S �s V \ S k�z�ttfutnak. Ezek k�z�l jel�lje E+(S) azon �lek halmaz t, amelyek kezd�pontja S-ben van,

E−(S) pedig azon �lek halmaz t, amelyeknek a v�gpontja van S-ben.Egy h l¢zatot egy £jabb f : E → R �ls£lyoz ssal folyamnak nevez�nk, ha minden
s 6= v 6= t pont eset�n teljes�l az ∑

e∈E+(v) f(e) = ∑

e∈E−(v) f(e) megmarad si felt�tel�s tetsz�leges e �l eset�n teljes�l a 0 ≤ f(e) ≤ c(e) kapait sfelt�tel. Az f f�ggv�nyjelent�se az egyes �leken (id�egys�g alatt) sz ll¡tott mennyis�g. A folyam �rt�ke ‖f‖ =
∑

e∈E−(t) f(e)−∑

e∈E+(t) f(e), a t-be (id�egys�g alatt) be�rkez� mennyis�g. Tetsz�legesh l¢zat eset�n az azonosan nulla f egy folyam. C�lunk maxim lis �rt�k� folyam keres�se.Ha egy folyamban egy �lre f(e) = c(e), akkor az �lt tel¡tett �lnek nevezz�k. ha egyfolyamban minden s-b�l t-be vezet� £ton van tel¡tett �l, akkor azt mondjuk, hogy a folyamblokkol¢ folyam. Az al bbi  bra p�ld t ad blokkol¢ folyamra, amely nem maxim lisfolyam.Ha (G, s, t, c, f) egy folyam, ahol G = (ψ,E, V ), de�ni ljuk a folyamhoz tartoz¢jav¡t¢ h l¢zatot: a s£sok halmaza ugyansak V , �s minden e ∈ E-hez az £j Gf gr fbank�t �l tartozhat: ha f(e) < c(e), akkor a Gf -ben szerepel egy e+ �l, amelyek kezd�pontja�s v�gpontja ugyanaz, mint e-nek, de kapait sa cf (e+) = c(e)−f(e), ha pedig f(e) > 0,akkor szerepel egy e− �l, amelynek kezd�pontja e v�gpontja, v�gpontja e kezd�pontja,�s cf (e−) = f(e). Vegy�k �szre, hogy ha a jav¡t¢ h l¢zaton van egy pozit¡v �rt�k�
g : Ef → R folyam, akkor h(e) = f(e) + g(e+) − g(e−) egy olyan folyam a (G, s, t, c)h l¢zaton, amelynek �rt�ke ‖h‖ = ‖f‖+ ‖g‖ > ‖f‖. Jav¡t¢ folyamot m r akkor tudunk



konstru lni, ha tal lunk egy jav¡t¢ utat, ami egyszer�en egy ir ny¡tott £t Gf -ben s-b�l
t-be: legyen az ir ny¡tott £t minden e∗ �l�re g(e∗) = c, ahol c a c(e∗) �rt�kek minimumaaz £tban szerepl� e∗ �lekre, minden m s e∗ ∈ Ef -re pedig legyen g(e∗) = 0.A k�vetkez� lemma mutatja, hogy a folyam �rt�ke E(S) alak£ elv g¢ �lhalmazokseg¡ts�g�vel sz molhat¢, �s ezek seg¡ts�g�vel a folyam �rt�k�re k�nnyen kisz molhat¢ fels�besl�st kaphatunk. A k�vetkez� t�tel pedig azt muatja, hogy ez a fels� besl�s �les.* Lemma. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel, minden S ⊂ V halmazra, amelyre s ∈ S �s
t /∈ S, teljes�l, hogy ‖f‖ = ∑

e∈E+(S) f(e)−∑

e∈E−(S) f(e), �s ¡gy ‖f‖ ≤ c(E+(S)).Bizony¡t s. Az egyenl�s�g a de�n¡i¢b¢l k�vetkezik, ha S = V \ {t}, �s ha teljes�l
S-re, akkor b rmely v ∈ S, v 6= s eset�n S \ {v}-re is, mert v elt vol¡t sakor az �sszeg
∑

e∈E+(v) f(e)-vel s�kken, �s ∑

e∈E−(v) f(e)-vel n�, de a megmarad si felt�tel szerint ak�t mennyis�g ugyanaz. Az egyenl�s�gb�l a fels� besl�s nyilv nval¢:
‖f‖ = ∑

e∈E+(S) f(e)− ∑

e∈E−(S) f(e) ≤ ∑

e∈E+(S) f(e) ≤ c(E+(S)).* Ford{Fulkerson-t�tel. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel az al bbiak ekvivalensek:(1) f maxim lis �rt�k� folyam;(2) f -hez nem l�tezik jav¡t¢ £t;(3) l�tezik olyan S ⊂ V , amelyre s ∈ S, t /∈ S, �s c(E+(S)) = ‖f‖.Bizony¡t s. Az nyilv nval¢, hogy (1)-b�l k�vetkezik (2). Ha (2) teljes�l, akkorlegyen S azon pontok halmaza, amelyekek ir ny¡tott �ton el�rhet�k Gf -ben. Nyilv n
s ∈ S, �s mivel nins jav¡t¢ £t, t /∈ S. Minden e ∈ E+(S)-re f(e) = c(e) �s minden
e ∈ E−(S)-re f(e) = 0, hiszen egy�bk�nt V \ S egy pontja is el�rhet� lenne Gf -benir ny¡tott £ton. Ekkor viszont az el�z� lemm b¢l ‖f‖ ≤ c

(

E+(S)). V�g�l az el�z�lemma szerint b rmely folyam �rt�ke legfeljebb c(E+(S)) lehet, ¡gy ha (3) teljes�l, akkor
‖f‖ maxim lis.* Edmonds{Karp-heurisztika. Az el�z� t�tel alapj n m�g nem vil gos, hogyan�rdemes a jav¡t¢ utakat v lasztnai, s�t, m�g azt sem l ttuk be, hogy l�tezik maxim -lis folyam. Az is el�fordulhat, hogy �gondatlanul" v lasztva a jav¡t¢ utakat, a n�vekv�folyam�rt�k konverg l egy �rt�khez, de ez kisebb, mint a maxim lis folyam �rt�ke. Meg-mutathat¢, hogy ha mindig a legkevesebb �lb�l  ll¢ jav¡t¢ utak k�z�l v lasztunk, akkora jav¡t¢ utak �lsz mai monoton n�veked� sorozatot alkotnak, �s egy �lsz m legfeljebb
♮(E)-szer fordulhat el�. Mivel a jav¡t¢ £t �lsz ma maximum ♮(V ) − 1 lehet, az elj r sv�ges sok l�p�sben v�get �r. Ez az Edmonds{Karp-heurisztika.* Dini¢dszere. Az el�z� pontban le¡rtn l is jobb taktika egy l�p�sben nem sakjav¡t¢ utat, hanem blokkol¢ folyamot keresni a jav¡t¢ h l¢zatban, pontosabban egy r�-sz�ben. Nevezz�k egy v s£s szintj�nek a jav¡t¢ h l¢zatban az s-b�l a v s£sba vezet�legr�videbb £t �lsz m t. A szintek az s-b�l kiindul¢ m�lys�gi keres�ssel k�nnyen megha-t rozhat¢k. Ha t-be nem vezet a jav¡t¢ h l¢zatban ir ny¡tott £t, akkor k�szen vagyunk,



nins jav¡t¢ £t. Egy�bk�nt legyen t szintja k. Dobjunk ki a jav¡t¢ h l¢zatb¢l mindenolyan �lt, amely nem �el�re megy", azaz amely nem egy magasabb (nyilv n sak eggyelmagasabb) szinten l�v� s£sba visz. A megmarad¢ H h l¢zat nem tartalmaz ir ny¡tottk�rt. Ha ebben a h l¢zatban siker�l egy g blokkol¢ folyamot tal lni, akkor azt hozz -adva f -hez, az f + g-hez tartoz¢ jav¡t¢ h l¢zatban k-n l magasabb szinten lesz a t, mertminden s-b�l t-be vezet� k hossz£s g£ £ton legal bb egy �l kritikuss  v lik, ¡gy t�rl�dika jav¡t¢ h l¢zatb¢l; keletkeznek ugyan £j �lek, de ezek mind visszafel�, alasonyabb szin-ten l�v� s£sokba visznek. Mivel t legfeljebb az ♮(V ) − 1-edik szinten lehet, v�ges sokl�p�sben v�get �r az elj r s, egy£ttal azt is bizony¡tva, hogy van maxim lis folyam.A H h l¢zatban az azonosan nulla g folyamb¢l kiindulva a k�vetkez� h rom l�p�sfelhaszn l s val keres�nk blokkol¢ folyamot:(1) �Nyomul s": egy s-b�l t-be vezet� ir ny¡tott utat �p¡t�nk. Az £t utols¢ pontj -b¢l kimen� valamelyik �len tov bb haladunk egy m�g be nem j rt pontba, add¡g, am¡g
t-be nem �r�nk, vagy el nem akadunk. Ha m r el sem tudunk indulni s-b�l, akkor k�szenvagyunk.(2) �N�vel�s": ha t-be �rt�nk, akkor tal ltunk egy n�vel� utat. A g folyamot az£t ment�n megn�velj�k a n�vel� £t legkisebb kapait s£ �l�nek kapait s val, az £tment�n a kapait sokat ennyivel s�kkentj�k, �s a kritikuss  v lt �leket t�r�lj�k, majd a�nyomul ssal" folytatjuk.(3) �Takar¡t s": erre akkor ker�l sor, ha a �nyomul s" egy v s£sn l elakadt. Ekkort�r�lj�k a v-be men� �leket, eggyel visszal�p�nk, �s onnan pr¢b lkozunk a ..nyomul ssal".Az algoritmus v�get �r, mert minden �n�vel�s" illetve �takar¡t s" elfogyaszt egy �lt,¡gy ezek sz ma O'sszesen legfeljebb ♮(E) lehet. Ugyanennyi lehet a ,nyomul sok" sz mais, mert mindegyik ut n �n�vel�s" vagy �takar¡t s" k�vetkezik. Nyilv nval¢, hogy azalgoritmus egy blokkol¢ folyamot tal l H-ban.
• 112/3 :

<
◦* Megjegyz�s. Az el�z� �bizony¡t s" kihagyott r�szeinek pontos igazol sa

>
◦* Megjegyz�s. Euler t�tel�b�l levezethet�, hogy az �t sz�gpont£ teljes gr f nems¡kba rajzolhat¢: 7 tartom nyt 10 �l hat rolna, ¡gy mivel minden �l k�t tartom ny k�z�shat ra, tartom nyonk�nt 20/7 < 3 �l jutna, ami egyszer� gr fban lehetetlen. Hasonl¢anad¢dik, hogy a �h rom h z, h rom k£t" gr f sem s¡kba rajzolhat¢: 5 tartom nyt 9 �lhat rolna, de a gr f p ros, ¡gy a tartom nyoknak legal bb 4 oldala van.Az el�z� �bizony¡t sok" �s az el�z� t�tel �bizony¡t sa" kihagyott r�szeinek pontosigazol sa
• 112/14 :

<* Gr fok topologikus ekvivaleni ja. A G �s G′ v�ges gr fokat topologi-
>Kromatikus sz m. A gr felm�let t�bb mint 100 �vig megoldatlan probl�m ja volta n�gysz¡nsejt�s, mely szerint b rmely s¡kba rajzolhat¢ egyszer� gr f s£saihoz hozz -



rendelhet�nk n�gy sz¡nt £gy, hogy a szomsz�dos s£sokhoz rendelt sz¡nek k�l�nb�z�ek.1976-ban Appel �s Haken amerikai matematikusok bizony¡tott k be a sejt�st. Ez volt azels� nevezetes matematikai sejt�s, amelynek bizony¡t s hoz sz m¡t¢g�pet is haszn ltak.Ǒltal nosan, egy gr f egy s£ssz¡nez�s�t j¢lsz¡nez�snek nevezz�k, ha a szomsz�dos s£-sok sz¡ne k�l�nb�z�. A gr f kromatikus sz ma a legkisebb olyan n term�szetes sz m,amelyre a gr f j¢lsz¡nezhet� n sz¡nnel; ha nins ilyen, akkor ∞. M r annak eld�nt�se isneh�z probl�ma, hogy egy gr f kromatikus sz ma h rom, vagy nem.* Gr fok topologikus izomor�zmusa. A G �s G′ v�ges gr fokat topologi-
• 114/2 . . .8 :

<Eddigi tanulm nyaink sor n m r sz mos olyan fogalommal tal lkoztunk, amely azalgebra k�r�be tartozik. Gondolhatunk p�ld ul a term�szetes, illetve eg�sz sz mok hal-maz ra, amelyeken a szorz s �s az �sszead s tulajdons gait vizsg ltuk. A sz mokn lmegismert fogalmak jelent�s r�sze �rtelmezhet� olyan halmazokon is, amelyek elemeinem sz mok. Ennek a fejezetnek a f� feladata az, hogy az eddigiekben m r �rtelmezett,a m�veletekkel kapsolatos fogalmakat min�l  ltal nosabb k�rre terjessz�k ki, el�seg¡tveazok algebrai m¢dszerekkel t�rt�n� vizsg lat t.
>Az eddigiekben m r sz mos algebrai fogalommal tal lkozhattunk: f�lsoport, so-port, gy�r�, test, stb. Eddig els�sorban mint egy vagy k�t m�velet tulajdons gait r�videnle¡r¢ elnevez�st haszn ltuk ezeket. Meg�gyelhetj�k, hogy N, Z, Q, R, C illetve H elemeitels�sorban �koordin t z sra" haszn ljuk: m¡g a term�szetes sz mokkal egy megsz ml l-hat¢ halmaz elemeit, a komplex sz mokkal m r a s¡k pontjait vagy a villamoss gtanbanimpedani kat, a kvaterni¢kkal pedig a t�rid� pontjait vagy robotkarok h romdimenzi¢sforgat sait | az azokon v�gzett m�veletekkel egy�tt | koordin t zhatjuk. M s t r-gyakban is tanulunk hasonl¢ �koordin t z¢" matematikai fogalmakat, p�ld ul line risalgebr ban a line ris egyenletrendszerek �s lek�pez�sek jellemz�s�re alkalmas m trixo-kat, anal¡zisben f�ggv�nyeket, de m r k�z�piskol ban is g�rb�ket algebrai egyenletekseg¡ts�g�vel jellemezt�nk.Az algebra �lja ilyen �koordin t z¢" matematikai str£kt£r k | egy vagy t�bb m�-velettel ell tott halmazok |  ltal nos vizsg lata. Ezek egy m�velet eset�n rendszerintsoportok, vagy legal bbis f�lsoportok, k�t m�velet eset�n pedig gy�r�k. Fontos szere-pet j tszanak a m�velettart¢ lek�pez�sek, els�sorban a reprezent i¢k: ezek �rt�kk�sz-lete valamely f�ggv�nyhalmaz, p�ld ul permut i¢k vagy line ris lek�pez�sek. A vizsg ltstrukt£ra k�pe m�velettart¢ lek�pez�sn�l £gy tekinthet�, mint az eredeti strukt£ra egyk�zel¡t�se, �s soportokn l megfelel egy faktorsoportnak, gy�r�kn�l pedig egy faktor-gy�r�nek; ezek a marad�koszt lyok  ltal nos¡t sai. �El�g sok" ilyen k�zel¡t�st ismerve,az eredeti strukt£r t megismerhetj�k vagy dolgozhatunk benne. Ez a gondolat sz mosalgoritmus alapja is. A t rgyal s elvezet benn�nket a v�ges testek megismer�s�hez, ame-lyek polinomokkal koordin t zhat¢k, �s fontos alkalmaz saik vannak a rejtjelz�sben �s ak¢dol selm�letben.

• 115/−5 . . .− 2 :



<
◦ P�ld k. (1) Ha a > 1, akkor az x 7→ ax lek�pez�s (R,+)-nak a pozit¡v val¢s sz mokszorz ssal tekintett soportj ra izomor�zmus.(2) (R,+) �s (

R \ {0}, ·) nem izomorfak, mert a m sodikban k�t olyan elem is van,amelynek a n�gyzete az egys�gelem.
>

◦ P�lda. Ha a > 1, akkor az x 7→ ax lek�pez�s (R,+)-nak a pozit¡v val¢s sz mokszorz ssal tekintett soportj ra izomor�zmus.
• 116/−18 :

<A k�vetkez�  ll¡t sb¢l l thatjuk, hogy a soport fogalm nak n�gy k�l�nb�z� de�n¡-
>Reprezent i¢k. Fontos p�ld nk egys�gelemes f�lsoportra egy tetsz�leges X hal-maz �nmag ba val¢ lek�pez�seinek halmaza a f�ggv�ny�sszet�tellel, mint m�velettel. Haegy f�lsoportnak egy ilyen lek�pez�s-f�lsoportba val¢ homomor�zmus t tekintj�k, ak-kor a f�lsoport reprezent i¢j r¢l, magyarul  br zol s r¢l besz�l�nk. Ha a reprezent i¢izomor�zmus, akkor h� reprezent i¢r¢l besz�l�nk. (Ha X v�ges halmaz, akkor elemeitmegfeleltetve egy line ris t�r b zis nak, X �nmag ba val¢ lek�pez�seinek egy line ris t�rtranszform i¢i felelnek meg, ¡gy v�ges halmaz feletti reprezent i¢b¢l k�nnyen kapha-tunk line ris lek�pez�sekkel val¢ reprezent i¢t.)B rmely G egys�gelemes f�lsoportnak k�nnyen megadhatjuk egy h� reprezent i¢-j t: legyen X = G, �s ha g ∈ G, legyen ϕ(g)(x) = gx minden x ∈ X-r, azaz ϕ(g)a g-velval¢ balszorz s. A g 7→ ϕ(g) lek�pez�s homomor�zmus, mert

ϕ(gh)(x) = ghx = ϕ(g)(hx) = (

ϕ(g) ◦ ϕ(h))(x), ha x ∈ X.ha g 6= h, akkor ϕ(g) 6= ϕ(h), mert ha e az egys�gelem, akkor
ϕ(g)(e) = ge = g 6= h = he = ϕ(h)(e),¡gy a reprezent i¢ h�. Ezt a reprezent i¢t G regul ris reprezent i¢j nak nevezz�k.

◦ P�lda. (R,+) �s (

R \ {0}, ·) nem izomorfak, mert a m sodikban k�t olyan elem isvan, amelynek a n�gyzete az egys�gelem.A k�vetkez�  ll¡t sb¢l l thatjuk, hogy a soport fogalm nak t�bb k�l�nb�z� de�n¡-
• 116/−16 . . .− 1 :

<T�tel. Ha G egy f�lsoport, akkor az al bbi felt�telek ekvivalensek:(1) l�tezik G-ben egy e jobb oldali egys�gelem, �s minden a ∈ G elemhez l�tezik olyan
a∗ elem, amelyre aa∗ = e;(2) G soport;(3) G 6= ∅ �s minden a, b ∈ G eset�n egy �s sak egy olyan x ∈ G, illetve y ∈ G l�tezik,amelyre ax = b, illetve ya = b;



(4) G 6= ∅ �s minden a, b ∈ G eset�n l�tezik olyan x ∈ G, illetve y ∈ G, amelyre ax = b,illetve ya = b (a m�velet invert lhat¢).Bizony¡t s. Megmutatjuk, hogy (1)-b�l k�vetkezik (2). Legyen a tetsz�leges eleme
G-nek, a∗ pedig olyan, amelyre aa∗ = e, �s legyen b olyan, amelyre a∗b = e. Ekkoregyr�szt

a∗aa∗b = a∗a(a∗b) = a∗ae = a∗a,m sr�szt
a∗aa∗b = a∗(aa∗)b = a∗eb = a∗b = e.Ezzel bel ttuk, hogy a∗a = aa∗ = e. Mivel egyr�szt aa∗a = a(a∗a) = ae = a, m sr�szt

aa∗a = (aa∗)a = ea, azt kapjuk, hogy ea = a, azaz e egys�gelem is, �s ¡gy a∗ az a inverze.
>T�tel. Ha G egy f�lsoport, akkor az al bbi felt�telek ekvivalensek:(1) G soport;(2) G 6= ∅ �s minden a, b ∈ G eset�n egy �s sak egy olyan x ∈ G, illetve y ∈ G l�tezik,amelyre ax = b, illetve ya = b (elv�gezhet� az oszt s);(3) G 6= ∅ �s minden a, b ∈ G eset�n l�tezik olyan x ∈ G, illetve y ∈ G, amelyre ax = b,illetve ya = b (a m�velet invert lhat¢).Bizony¡t s. (1)-b�l k�nnyen k�vetkezik (2), mert az els� egyenletben balr¢l, am sodikban jobbr¢l szorozva a−1-el x = a−1b, illetve y = ba−1 k�vetkezik, �s ezekmegold sok is. Nyilv n (2)-b�l k�vetkezik (3).

• 117/1 . . .9 :
<(2)-b�l k�nnyen k�vetkezik (3), mert az els� egyenletben balr¢l, a m sodikban jobb-r¢l szorozva a−1-el x = a−1b, illetve y = ba−1 k�vetkezik, �s ezek megold sok is. Nyilv n(3)-b¢l k�vetkezik (4).Bel tjuk, hogy (4)-b�l k�vetkezik (1). Legyen a ∈ G r�gz¡tett. Az ax = a egyenletmegoldhat¢, megold s t jel�lje e. Legyen b ∈ G, �s y olyan eleme G-nek, amelyre ya = b.Ekkor

be = (ya)e = y(ae) = ya = b,¡gy e jobb oldali egys�gelem. Nyilv n minden b ∈ G-hez l�tezik olyan b∗, amelyre bb∗ = e,mert a bx = e egyenlet megoldhat¢. �

>Bel tjuk, hogy (3)-b¢l k�vetkezik (1). Legyen a ∈ G r�gz¡tett. Az ax = a egyenletmegoldhat¢, megold s t jel�lje e. Legyen b ∈ G, �s y olyan eleme G-nek, amelyre ya = b.Ekkor
be = (ya)e = y(ae) = ya = b,¡gy e jobb oldali egys�gelem. Hasonl¢an k�vetkezik bal oldali egys�gelem l�tez�se is, ¡gyvan egys�gelem. Nyilv n minden b ∈ G-hez l�tezik olyan b∗, amelyre bb∗ = e, mert a

bx = e egyenlet megoldhat¢. Hasonl¢an, van balinverz is. �



• 117/15 :
<Bizony¡t s. A (3)-beli egy�rtelm�s�gb�l k�vetkezik. �

>Bizony¡t s. A (2)-beli egy�rtelm�s�gb�l k�vetkezik. �

• 117/−12 :
<t bl zattal megadott m�velet invert lhat¢, m�gsem kapunk soportot, mert a m�velet
>t bl zattal megadott m�veletre elv�gezhet� az oszt s, m�gsem kapunk soportot, mert am�velet

• 117/−18 . . .− 14 :
<R�szsoport. Egy G soport egy H r�szhalmaz t r�szsoportnak nevezz�k, hamaga is soport a G-beli m�veletet sak H elemei k�z�tt tekintve. (Szok s ennek ki-fejez�s�re a H ≤ G jel�l�st haszn lni.) Nyilv n az eg�sz G �s a sak az egys�gelemettartalmaz¢ egyelem� r�szhalmaz r�szsoportok, ezek a trivi lis r�szsoportok. A G-t�lk�l�nb�z� r�szsoportokat val¢di r�szsoportnak nevezz�k.
>R�szf�lsoport, r�szsoport. Egy G grupoid egyH r�szhalmaz t r�szgrupoidnaknevezz�k, ha maga is grupoid a G-beli m�veletet sak H elemei k�z�tt tekintve. Ha

H a G-beli m�veletet sak H elemei k�z�tt tekintve f�lsoport, soport, stb., akkorr�szf�lsoportnak, r�szsoportnak, stb. nevezz�k. Sz munkra legfontosabb az az esetlesz, amikor H r�ssoportja a G soportnak. (Szok s ennek kifejez�s�re a H ≤ Gjel�l�st haszn lni.) Nyilv n ha G soport, akkor az eg�sz G �s a sak az egys�gelemettartalmaz¢ egyelem� r�szhalmaz r�szsoportok, ezek a trivi lis r�szsoportok. A G-t�lk�l�nb�z� r�szsoportokat val¢di r�szsoportnak nevezz�k.
• 119/−14 :

<tor nak.
>tor nak.

◦* P�lda: line ris transzform i¢k soportjai. Egy F testre Fn invert lhat¢ line- ris transzform i¢inak soportj t GL(Fn) fogja jel�lni, ez az  ltal nos line ris soport.A line ris algebr ban bizony¡tj k, hogy ennek elemeit az jellemzi, hogy determin nsuknem nulla, �s hogy GL(Fn) izomorf az F -beli elem� n × n-es nem nulla determin ns£m trixok multiplikat¡v soportj val. Az 1 determin ns£ line ris transzform i¢k GL(Fn)egy r�szsoportj t alkotj k, ez az SL(Fn) spei lis line ris soport.Az F = C esetben tekinthetj�k GL(Cn) azon line ris transzform i¢inak r�szso-portj t, amelyek megtartj k Cn elemeinek szok sos hossz t, ez az U(n) unit�r soport.



Elemeinek determin nsa 1 abszol£t �rt�k�. M trixukat ortonorm lt b zisban az jellemzi,hogy az inverze megegyezik a konjug lt transzpon ltj val. Az unit�r soportok fontosszerepet j tszanak a �zik ban. Az U(1) soport l�nyeg�ben C egys�gnyi abszol£t �rt�-k� elemeinek multiplikat¡v soportja. Tov bbi r�szsoport SU(n) = U(n) ∩ SL(Cn), aspei lis unit�r soport.Hasonl¢an, az F = R esetben tekinthetj�k GL(Rn) azon line ris transzform i¢inakr�szsoportj t, amelyek megtartj k Rn elemeinek szok sos hossz t, ez az O(n) ortogon lissoport. Elemeinek determin nsa 1 abszol£t �rt�k�. M trixukat ortonorm lt b zisban azjellemzi, hogy az inverze megegyezik a transzpon ltj val. Tov bbi r�szsoport SO(n) =
O(n) ∩ SL(Rn), a spei lis ortogon lis soport. Elemei Rn orig¢ k�r�li forgat sainakfelelnek meg: annak, hogy a determin ns 1, az a szerepe, hogy a transzform i¢ nemv ltoztatja meg a b zisok ir ny¡t s t.Az egys�gnyi abszol£t �rt�k� kvaterni¢k a nem nulla kvaterni¢k multiplikat¡v so-portj nak egy r�szsoportj t alkotj k. Ugyanez a helyzet, ha a kvaterni¢szorz s helyett a(q, q′) 7→ q′q �ford¡tott szorz st" tekintj�k. Egy egys�gnyi abszol£t �rt�k� q kvaterni¢ratekints�k a ϕq : p 7→ pq lek�pez�s�t H = C2-nek �nmag ba. Ha q = (z, w) ∈ C2, akkor(az 1, j b zisban) ϕ m trixa

(

z −w
w z

)

,ami k�nnyen l that¢an 1 determin ns£, �s inverze megegyezik a konjug lt transzpon lt-j val, ¡gy ϕq egy unit�r transzform i¢. Az SU(2) soport minden eleme el� ll ¡gy: ham trixa (az 1, j b zisban)
(

z u
w v

)

,akkor az inverze | felhaszn lva, hogy determin nsa 1 |
(

v −u
−w z

)

,amit �sszehasonl¡tva a konjug lt transzpon ltj val, azt kapjuk, hogy u = −w �s v = z,valamint | mivel a determin ns 1 |, |z|2+ |w|2 = 1. A q 7→ ϕq lek�pez�s izomor�zmusa ford¡tott szorz ssal tekintett egys�gnyi abszol£t �rt�k� kvaterni¢k �s SU(2) k�z�tt.Tekints�k most egy egys�gnyi abszol£t �rt�k� q kvaterni¢ra a h romdimenzi¢s vek-torokon �rtelmezett ψq(v) = qvq−1 forgat st: l sd a 3.4.34. pontot. Ez homomor�zmusaa ford¡tott szorz ssal tekintett egys�gnyi abszol£t �rt�k� kvaterni¢k soportj nak SO(3)-ra, amely a q �s −q kvaterni¢kat (de sak ezeket) ugyanabba a forgat sba viszi. �ssze-rakva az el�bbi izomor�zmus inverz�vel, egy ϕq 7→ ψq homomor�zmust kapunk, amelyaz SU(2)-beli ϕq �s ϕ−q = −ϕq lek�pez�seket (de sak ezeket) ugyanabba a forgat sbaviszi.Az F = R esetben, ha p+ q = n, tekinthetj�k GL(Rn) azon line ris transzform i-¢inak O(p, q) r�szsoportj t, amelyek megtartj k az(x1, x2, . . . , xn) 7→ x21 + x22 + · · ·+ x2p − x2p+1 − x2p+2 − · · ·x2p+q



kvadratikus forma �rt�k�t; ez a soport az O(n) ortogon lis soport  ltal nos¡t sa: a
p = n, q = 0, illetve a p = 0, q = n esetben O(n)-et kapjuk vissza. Ennek r�szsoportjaaz SO(p, q) = O(p, q) ∩ SL(Rn) soport.A �zik ban a relativit selm�let miatt fontos szerepet j tszik az O(1, 3) Lorentz-soport. Mivel a kvaterni¢k megfelelnek az (R felett) n�gydimenzi¢s t�rid� pontjai-nak, elemeit olyan R-line ris invert lhat¢ L : H → H lek�pez�seknek is tekinthetj�k,amelyekre ℜ(p2) = ℜ(

L(p)2) minden p ∈ H-ra. Az SO(1, 3) spei lis Lorentz-soportr�szsoportj t alkotja az SO+(1, 3) val¢di Lorentz-soport: ebben SO(1, 3) azon elemeivannak, amelyek minden p ∈ H-ra, amelyre ℜ(p2) > 0, a p id�szer� r�sz�nek el�jel�t ismeg�rzik. P�ld ul p konjug l sa, a t�rt�kr�z�s a Lorentz-soportban van, de nins bennea spei lis Lorentz-soportban, a p 7→ −p t�rid�-t�kr�z�s a spei lis Lorentz-soportbanvan, de nins benne a val¢di Lorentz-soportban.Legyen p = p0 + p1i+ p2j + p3k �s q = q0 + q1i+ q2j + q3k. Megmutathat¢, hogy aval¢di Lorentz-soportot gener lj k a
(

qr
qs

) = ( osϕ sinϕ
− sinϕ osϕ) (

pr

ps

)alakba ¡rhat¢ p 7→ q t�rbeli forgat sok (itt 1 ≤ r, s ≤ 3, a t�bbi koordin ta nem v ltozik,
ϕ val¢s param�ter; a forgat s inverze a −ϕ-hez tartoz¢ forgat s), valamint a

(

q0
qs

) = ( oshϕ sinhϕsinhϕ oshϕ) (

p0
ps

)alakba ¡rhat¢ p 7→ q mozg sok (itt 1 ≤ s ≤ 3, a t�bbi koordin ta nem v ltozik, ϕ val¢sparam�ter; a mozg s inverze a −ϕ-hez tartoz¢ mozg s).A p = p0 + p1i+ p2j + p3k kvaterni¢t azonos¡tva az 1, j b zisban
p0 ( 1 00 1)+ p1 ( 1 00 −1)+ p2 ( 0 11 0)+ p3 ( 0 −i

i 0 )m trix£ C-line ris C2-t �nmag ba k�pez� A �nadjung lt transzform i¢val, ℜ(p2) =det(A). Egy C ∈ SL(C2) transzform i¢hoz hozz rendelve az A 7→ CAC∗ lek�pez�st,az SL(C2) soportnak az O(1, 3) soportba val¢ homomor�zmus t kapjuk. Nyilv n C-hez �s −C-hez ugyanaz a lek�pez�s tartozik, de k�nnyen megmutathat¢, hogy sak C2identikus lek�pez�s�hez �s az ellentettj�hez tartozik H identikus lek�pez�se. Az is meg-mutathat¢, hogy ezen homomor�zmus �rt�kk�szlete a val¢di Lorentz-soport. P�ld ul az1, j b zisban
(

eϕ/2 00 e−ϕ/2 )m trix£ C ∈ SL(C2) line ris lek�pez�shez a
(

q0
q1 ) = ( oshϕ sinhϕsinhϕ oshϕ) (

p0
p1 )mozg s tartozik.Az �sszes p 7→ Lp+ c alak£ lek�pez�sei H-nak H-ra alkotj k a Poinar�-soportot,ahol L a val¢di Lorentz-soport tetsz�leges eleme, c pedig tetsz�leges kvaterni¢.



• 122/−15 :
<t¢kat val¢di norm loszt¢nak nevezz�k.
>t¢kat val¢di norm loszt¢nak nevezz�k. Egy 2 index� N r�szsoport mindig norm loszt¢,mert sak k�t bal �s jobb oldali mell�koszt ly van, N �s G \N .

• 123/1 :
<Bels� automor�zmusok. Ha G soport �s a ∈ G r�gz¡tett, akkor a G-
>* Bels� automor�zmusok. Ha G soport �s a ∈ G r�gz¡tett, akkor a G-

• 123/1 :
<k�pe. Az ilyen alak£ automor�zmusokat bels� automor�zmusoknak nevezz�k. Nyilv negy automor�zmusn l egy r�szsoport k�pe r�szsoport. Az el�z� t�tel (2) pontja sze-rint a norm loszt¢k pontosan azok a r�szsoportok, amelyeknek a k�pe minden bels�automor�zmusn l saj t maga. Ez az oka az invari ns r�szsoport elnevez�snek.
>k�pe. Az ilyen alak£ automor�zmusokat bels� automor�zmusoknak nevezz�k. Ha az xelemhez van olyan bels� automor�zmus, amely y-ba viszi  t, akkor azt mondjuk, hogy

x �s y konjug ltak. Ez nyilv n ekvivaleniarel i¢, az ekvivaleniaoszt lyok a konjug ltelemoszt lyok. Nyilv n egy automor�zmusn l egy r�szsoport k�pe r�szsoport. Az el�z�t�tel (2) pontja szerint a norm loszt¢k pontosan azok a r�szsoportok, amelyeknek a k�peminden bels� automor�zmusn l saj t maga, azaz olyan r�szsoportok, amelyek mindenelem�kh�z az azzal konjug ltakat is tartalmazz k. Ez az oka az invari ns r�szsoportelnevez�snek.* Centraliz tor �s entrum. Egy G soport egy adott x elem�vel felser�lhet�elemek G-nek egy r�szsoportj t alkotj k, ez az x entraliz tora, jel�l�se C(x). A C =
∩x∈GC(x) r�szsoport norm loszt¢ is, hiszen G minden elemmel felser�lhet� elemeittartalmazza, ezeket pedig minden bels� automor�zmus az egys�gelembe viszi; C a Gsoport entruma.* Oszt lyegyenlet. Egy G soportban az x ∈ G elem konjug lt elemoszt ly nakannyi eleme van, amennyi C(x) szerinti mell�koszt ly. Ha G v�ges soport, akkor ∑

[

G :
C(x)] a G rendje, ahol az �sszegz�s a k�l�nb�z� elemoszt lyokb¢l v lasztott egy-egy x-re�rtend�; ez az oszt lyegyenlet.Bizony¡t s. Az x k�t konjug ltja, g−1xg �s h−1xh pontosan akkor egyenl�, ha(hg−1)x = x(hg−1)−1, azaz ha hg−1 ∈ C(x). Ez azzal ekvivalens, hogy g �s h ugyanazon
C(x) szerinti jobboldali mell�koszt lyba tartoznak. Ezzel az els�  ll¡t st bel ttuk. Akonjug lt elemoszt lyok elemsz m nak �sszege nyilv n G rendje.



* P�ld k. (1) A Q kvaterni¢soportban a konjug lt elemoszt lyok {1}, {−1}, {i,−i},
{j,−j}, {k,−k} �s C(1) = C(−1) = Q, C(i) = C(−i) = {1,−1, i,−i}, C(j) = C(−j) =
{1,−1, j,−j}, C(k) = C(−k) = {1,−1, k,−k}, ¡gy C = {1,−1}.(2) A D3 di�dersoportban a konjug lt elemoszt lyok {e}, {ε, ε2}, {τ, τε, τε2}, �s
C(e) = D3, C(ε) = C(ε2) = {e, ε, ε2}, C(τ) = {e, τ}, C(τε) = {e, τε}, C(τε2) = {e, τε2},¡gy C = {e}.
• 125/2 :

<V�ges Abel-soportok alapt�tele. Egy v�ges Abel-soport pr¡mhatv nyrend�iklikus soportok direkt szorzat val izomorf. A pr¡mhatv nyrendek egy�rtelm�en meg-hat rozottak.* Bizony¡t s. Megtal lhat¢ p�ld ul Fuhs [20℄ jegyzet�ben, 60. oldal. �Cayley t�tele. B rmely G soport izomorf valamely halmaz permut i¢inak (a ◦kompoz¡i¢val tekintett soportja) egy r�szsoportj val. A halmaz v laszthat¢ G-nek.Bizony¡t s. Legyen a ∈ G, �s legyen pa(x) = ax, ha x ∈ G. A pa lek�pez�sek azegyszer�s¡t�si szab ly miatt k�ls�n�sen egy�rtelm�ek �s G-re k�peznek, mivel a−1x k�pe
pa-n l x. Megmutatjuk, hogy az a 7→ pa hozz rendel�s monomor�zmus. Nyilv n pa 6= pb,ha a 6= b, mivel pa(e) = a 6= b = pb(e). Tov bb  (pa ◦ pb)(x) = pa(bx) = abx = pab(x)minden x ∈ G-re, ¡gy a hozz rendel�s m�velettart¢. �

>V�gesen gener lt Abel-soportok alapt�tele. Egy v�ges halmaz  ltal gener ltAbel-soport v�ges sok iklikus soport direkt szorzat val izomorf. A t�nyez�k k�z�l av�ges rend�ek v laszthat¢k pr¡mhatv ny rend�nek. A v�gtelen rend� t�nyez�k sz ma �saz egyes pr¡mhatv nyrendek egy�rtelm�en meghat rozottak.A t�tel term�szetesen alkalmazhat¢ minden v�ges Abel-soportra.* Bizony¡t s. Megtal lhat¢ p�ld ul Safarevis [73℄ k�nyv�ben, 47.{48. oldal. �Cayley t�tele. B rmely G soport izomorf valamely halmaz permut i¢inak (a ◦kompoz¡i¢val tekintett soportja) egy r�szsoportj val. A halmaz v laszthat¢ G-nek.Bizony¡t s. Tekints�k G regul ris reprezent i¢j t, azaz legyen a ∈ G, �s legyen
pa(x) = ax, ha x ∈ G. Tudjuk, hogy az a 7→ pa hozz rendel�s monomor�zmus. A palek�pez�sek az egyszer�s¡t�si szab ly miatt k�ls�n�sen egy�rtelm�ek �s G-re k�peznek,mivel a−1x k�pe pa-n l x. �

• 127/−6 :
<permut i¢k r�szsoportot alkotnak Sn-ben. �

>permut i¢k norm loszt¢t alkotnak Sn-ben.



Sn p ros permut i¢inak soportj tAn-nel jel�l�nk, �s n-edfok£ altern l¢ soportnaknevez�nk.Bizony¡t s. An a t�tel szerint r�szsoport. Ha n > 1, akkor Sn-nek az An sze-rinti (ak r bal, ak r jobb oldali mell�koszt lyai) An �s Sn \ An, ¡gy a jobb �s bal oldalimell�koszt lyok egybeesnek, azaz An norm loszt¢ Sn-ben. �

• 128/1 :
<De�n¡i¢. Egy G soport egy norm ll n n r�szsoportoknak egy olyan
>* De�n¡i¢. Egy G soport egy norm ll n n r�szsoportoknak egy olyan

• 128/15 . . .19 :
<Legyen n > 1 term�szetes sz m. Az el�z� k�vetkezm�ny szerint Sn-ben a p rospermut i¢ik egy r�szsoportot alkotnak, amelyet An-nel jel�l�nk, �s n-edfok£ altern l¢soportnak nevez�nk. Az el�z� k�vetkezm�ny szerint Sn-nek az An szerinti (ak r bal,ak r jobb oldali mell�koszt lyai) An �s Sn \An, ¡gy a jobb �s bal oldali mell�koszt lyokegybeesnek, azaz An norm loszt¢ Sn-ben. �gy Sn ⊃ An ⊃ {e} egy norm ll na Sn-
>Legyen n > 1 term�szetes sz m. Az el�z� k�vetkezm�ny szerint Sn ⊃ An ⊃ {e} egynorm ll na Sn-

• 128/−15 :
<P�lda. Megmutathat¢, hogy S4-ben
>* P�lda. Megmutathat¢, hogy S4-ben

• 129/−5 . . .− 2 :
<(2) Egy tetsz�leges A Abel-soport endomor�zmusai gy�r�t alkotnak a pontonk�nti�sszead ssal �s a f�ggv�nyek kompoz¡i¢j val, mint szorz ssal. Ezt a gy�r�t A endomor-�zmusgy�r�j�nek nevezz�k.
>(2) Megmutatjuk, hogy egy tetsz�leges A Abel-soport �sszes endomor�zmusai egy-s�gelemes gy�r�t alkotnak a pontonk�nti �sszead ssal �s a f�ggv�nyek kompoz¡i¢j -val, mint szorz ssal; ezt a gy�r�t A endomor�zmusgy�r�j�nek nevezz�k. Val¢ban, ha

f, g : A→ A endomor�zmusok, akkor g ◦ f nyilv n endomor�zmus, �s f + g is endomor-�zmus, mivel(f +g)(x+y) = f(x+y)+g(x+y) = f(x)+f(y)+g(x)+g(y) = (f +g)(x)+(f +g)(y).



Az �sszead s nyilv n kommutat¡v, asszoiat¡v, az azonosan nulla lek�z�s nullelem, �s az
f addit¡v inverze −f . Ha m�g h : A→ A is endomor�zmus, akkor

((f + g) ◦ h)(x) = (f + g)(h(x)) = f
(

h(x)) + g
(

h(x))= (f ◦ h)(x) + (g ◦ h)(x) = (f ◦ h+ g ◦ h)(x),azaz teljes�l a jobb oldali disztributivit s. A bal oldali disztributivit s hasonl¢an ad¢dik.V�g�l vegy�k �szre, hogy az identikus lek�pez�s egys�gelem.
• 130/14 :

<mondjuk, hogy a gy�r� karakterisztik ja n. Jel�l�se: har(R).
>mondjuk, hogy a gy�r� karakterisztik ja n. Jel�l�se: har(R).Hasznos �szerv�tel, hogy ha n = har(R) > 0, akkor b rmely a, b ∈ R eset�n(a+ b)n = n

∑

k=0(

n

k

)

akbn−k = an + bn,mert n pr¡m, �s 0 < k < n eset�n a binomi lis egy�tthat¢ oszthat¢ n-nel. �gy x 7→ xn| �s innen induki¢val minden k ∈ N+-ra x 7→ xnk is | automor�zmus.
• 130/−1 :

<hasonl¢an (b′ + c′)a′ = b′a′ + c′a′. �

>hasonl¢an (b′ + c′)a′ = b′a′ + c′a′. �Reprezent i¢k. Egy R gy�r�nek egy A Abel-soport endomor�zmusgy�r�j�beval¢ homomor�zmus t R reprezent i¢j nak nevezz�k. Ha a lek�pez�s monomor�zmus,akkor h� reprezent i¢r¢l besz�l�nk. Egy egys�gelemes gy�r�nek mint egys�gelemesf�lsoportnak a regul ris reprezent i¢ja a gy�r� regul ris reprezent i¢ja; mint tudjuk,ez h� reprezent i¢.
• 131/5 . . .7 :

<Ha X tetsz�leges halmaz, akkor ℘(X) p�lda Boole-gy�r�re a (△,∩) m�veletekkel.Egy halmazhoz a karakterisztikus f�ggv�ny�t rendelve l tjuk, hogy ez a gy�r� a {0, 1}Xf�ggv�nygy�r�vel izomorf.
>A nullgy�r�t�l k�l�nb�z� legegyszer�bb p�lda Boole-gy�r�re {↑, ↓} a (⊕,∧) m�vele-tekkel. HaX tetsz�leges halmaz, akkor ℘(X) p�lda Boole-gy�r�re a (△,∩) m�veletekkel.(Figyelj�k meg a nagyfok£ hasonl¢s got a logikai m�veletek �s a halmazm�veletek k�-z�tt: nem v�letlen, hiszen mindk�t esetben Boole-gy�r�ben vagyunk.) Egy halmazhoz a



karakterisztikus f�ggv�ny�t rendelve l tjuk, hogy ez a gy�r� a {0, 1}X f�ggv�nygy�r�velizomorf. Term�szetesen egy Boole-gy�r� minden r�szgy�r�je is Boole-gy�r�. Megmutat-hat¢, hogy minden Boole-gy�r� izomorf valamely halmaz r�szhalmazai Boole-gy�r�j�nekegy r�szgy�r�j�vel.
• 131/8 . . .9 :

<R�szgy�r�, ide l. Egy R gy�r� egy S 6= ∅ r�szhalmaz t r�szgy�r�nek nevezz�k,ha a, b ∈ S eset�n a− b ∈ S �s ab ∈ S. Ezek a felt�telek nyilv n £gy is ¡rhat¢k,
>R�szgy�r�, r�sztest, ide l. Legyen R egy halmaz a (+.·) bin�r m�veletekkel.Az R gy�r� egy S r�szhalmaz t r�szgy�r�nek, illetve r�sztestnek nevezz�k, ha maga isgy�r�, illetve test az adott m�veletekkel. A sz munkra legfontosabb eset az lesz, amikor

R maga is gy�r�. A r�szsoportokn l tanultak szerint egy S 6= ∅ r�szhalmaza R-nekpontosan akkor r�szgy�r�, ha a, b ∈ S eset�n a − b ∈ S �s ab ∈ S. Ezek a felt�teleknyilv n £gy is ¡rhat¢k,
• 132/−4 :

<Megjegyz�s. Az el�z� t�tel (1) �szef�gg�s�ben az egyenl�s�g
>* Megjegyz�s. Az el�z� t�tel (1) �szef�gg�s�ben az egyenl�s�g

• 135/17 :
<

Z az n 7→ |n| f�ggv�nnyel nyilv n euklideszi gy�r�.
>

Z az n 7→ |n| f�ggv�nnyel nyilv n euklideszi gy�r�. Mint ez a p�lda is mutatja, a de�-n¡i¢ban szerepl� r  ltal ban nem egy�rtelm�: itt p�ld ul lehet a legkisebb nemnegat¡vmarad�k, a legkisebb abszol£t �rt�k� marad�k, stb.
• 135/20 :

<Ǒll¡t s. Euklideszi gy�r�ben pontosan azok az elemek az egys�gek, ame-
>* Ǒll¡t s. Euklideszi gy�r�ben pontosan azok az elemek az egys�gek, ame-

• 136/−6 :
<T�tel. Euklideszi gy�r�ben minden ide l f�ide l.
>* T�tel. Euklideszi gy�r�ben minden ide l f�ide l.



• 137/1 :
<De�n¡i¢. Egy R gy�r� egy I val¢di ide lj t maxim lis ide lnak nevezz�k,
>* De�n¡i¢. Egy R gy�r� egy I val¢di ide lj t maxim lis ide lnak nevezz�k,

• 137/4 :
<K�vetkezm�ny. Egy euklideszi gy�r� egy nem trivi lis ide lja pontosan
>* K�vetkezm�ny. Egy euklideszi gy�r� egy nem trivi lis ide lja pontosan

• 137/10 :
<T�tel. Legyen R kommutat¡v egys�gelemes gy�r�, I az R egy ide lja. Az
>* T�tel. Legyen R kommutat¡v egys�gelemes gy�r�, I az R egy ide lja. Az

• 138/1 :
<H nyadostest. Legyen R integrit si tartom ny. Az R× (

R \ {0}) halma-
>H nyadostest. Legyen R a nullgy�r�t�l k�l�nb�z� integrit si tartom ny. Az R×

(

R \ {0}) halma-
• 139/−19 :

<nulloszt¢mentes.
>nulloszt¢mentes. Mivel R izimorf a konstans polinomok r�szgy�r�j�vel, har(R) =har(R[x℄).

• 140/2 . . .5 :
<re rp = r, ¡gy a Zp feletti xp �s x polinomokhoz ugyanaz a polinomf�ggv�ny tartozik.A fentiek alapj n  ltal nosabban az is bel that¢, hogy minden Zp feletti polinomhozvan egy p-n�l alasonyabb fok£ Zp feletti polinom, amihez ugyanaz a polinomf�ggv�nytartozik.
>re rp = r, ¡gy a Zp feletti xp �s x polinomokhoz ugyanaz a polinomf�ggv�ny tartozik.



• 141/−19 . . .− 21 :
<Megjegyezz�k, hogy minden q = bi+cj+dk, b, c, d ∈ R kvaterni¢ra, amelyre b2+c2+d2 =1, teljes�l, hogy 1 + q2 = 0, �s ilyen kvaterni¢ v�gtelen sok van. A kvaterni¢k szorz saazonban nem kommutat¡v.
>Megjegyezz�k, hogy minden x = bi+cj+dk, b, c, d ∈ R kvaterni¢ra, amelyre b2+c2+d2 =1, teljes�l, hogy 1 + x2 = 0, �s ilyen kvaterni¢ v�gtelen sok van. A kvaterni¢k szorz saazonban nem kommutat¡v. A nem nulloszt¢mentes Z65-ben 8, 18, 47, 57 mind gy�kei1 + x2-nek.* K�roszt si polinomok. Ha n ∈ N+, legyenek ε0, ε1, . . . , εn−1 az n-edik egys�ggy�-k�k. Az εk pontosan akkor primit¡v n-edik egys�gy�k, ha n �s k relat¡v pr¡mek: val¢ban,

εx
k = εkx1 = εj pontosan akkor teljes�l valamely x ∈ Z-re, ha kx mod n = j; ha k �s nrelat¡v pr¡mek, akkor ez az egyenlet megoldhat¢ minden j ∈ Z-re, ha pedig nem relat¡vpr¡mek, akkor p�ld ul j = 1-re nem megoldhat¢. Legyen�n(x) = ∏0≤k<n,lnko(k,n)=1(x− εk),az n-edik k�roszt si polinom; ennek foka ϕ(n). Mivel b rmely εk egys�ggy�k m rendj�re
m|n, �s erre az m-re (de sak erre) εk primit¡v m-edik egys�ggy�k,

∏

m|n

�m(x) = ∏0≤k<n

(x− εk) = xn − 1.Innen egy�bk�nt ∑

m|n ϕ(m) = n. Teljes induki¢val megmutatjuk, hogy �n eg�szegy�tthat¢s: �1(x) = x− 1 eg�sz egy�tthat¢s, �s ha minden m < n-re �n eg�sz egy�tt-hat¢s, akkor xn − 1 = �n(x)pn(x) miatt, ahol
pn(x) = ∏

m|n,m<n

�m(x)eg�sz egy�tthat¢s f�polinom, n-re is. Mivel m|n eset�n xm − 1|pn(x), az is ad¢dik, hogy�n(x)∣∣∣
∣

xn − 1
xm − 1 = (n/m−1

∑

j=0 xmj

)

.

• 141/−2 . . .− 1 :
<monomok szorzat ra igaz az �sszef�gg�s. Megford¡tva, ha egy f 7→ f ′ lek�pez�se R[x℄-nek�nmag ba rendelkezik ezzel a n�gy tulajdons ggal, akkor i szerinti induki¢val az
>monomok szorzat ra igaz az �sszef�gg�s. Megford¡tva, ha egy f 7→ f ′ lek�pez�se R[x℄-nek�nmag ba rendelkezik ezzel a n�gy tulajdons ggal, akkor i szerinti induki¢val az



* Megjegyz�s. Megford¡tva, ha R egys�gelemes integrit si tartom nyra egy f 7→ f ′lek�pez�se R[x℄-nek �nmag ba rendelkezik az el�z� de�n¡i¢ban szerepl� (1){(4) tu-lajdons gokkal, akkor i szerinti induki¢val az fix
i monom deriv ltja (fix

i−1 · x)′ =(i − 1)fix
i−2x + fix

i−1 = ifix
i−1, amib�l az f ′ = f1 + 2f2x + 3f3x2 + · · · + nfnx

n−1formula k�vetkezik tetsz�leges polinomra.
• 142/1 . . .2 :

<
fix

i monom deriv ltja (fix
i−1 · x)′ = (i − 1)fix

i−2x + fix
i−1 = ifix

i−1, amib�l az
f ′ = f1 + 2f2x+ 3f3x2 + · · ·+ nfnx

n−1 formula k�vetkezik tetsz�leges polinomra.
>T�tel. Legyen R egys�gelemes integrit si tartom ny, f, g ∈ R[x℄ �s n ∈ N+. Ha

gn|f , akkor gn−1|f ′.Bizony¡t s. Ha f = gnh, akkor di�ereni l ssal
f ′ = ngn−1h+ gnh′ = gn−1(nh+ h′). �K�vetkezm�ny. Ha R test, f 6= 0, �s d az f �s az f ′ legnagyobb k�z�s oszt¢ja, akkor

q = f/d n�gyzetmentes, azaz egyetlen legal bb els�fok£ g polinomnak a n�gyzet�vel semoszthat¢.Bizony¡t s. Ha gn|f de gn+1 6 |f , akkor gn−1|f ′, ¡gy gn−1|d. Innen g2|q nemlehets�ges, mert abb¢l gn+1|f k�vetkezne. �

• 142/−21 . . .− 7 :
<Legyen K test, �s f ∈ K[x℄ egy n-ed fok£ (n > 1) irreduibilis f�polinom. Ekkoraz (f) f�ide l maxim lis ide l, ¡gy �K = K[x℄/(f) test. Minden mell�koszt lyban alegalasonyabb fok£ polinom foksz ma kisebb, mint n, �s sak egy ilyen polinom van;ez meghat rozhat¢ £gy, hogy a mell�koszt ly tetsz�leges elem�re vessz�k az f -fel val¢oszt s n l ad¢d¢ marad�kot. A m�veleteket ezekkel a reprezent nsokkal v�gezhetj�k; haa szorzat foka nem kisebb, mint n, akkor osztunk f -fel, �s vessz�k a marad�kot. Jel�lje

α az x ∈ K[x℄ polinom oszt ly t K[x℄/(f)-ben. A �K test elemei egy�rtelm�en fel¡rhat¢k
a0 + a1α+ · · ·+ an−1αn−1 alakban, ahol a0, a1, . . . , an−1 ∈ K. �gy K r�szteste �K-nak.A �K[x℄-belinek is tekinthet� f polinom �K[x℄-ben m r nem irreduibilis, α egy gy�ke.Legyen p egy pr¡msz m. A fenti konstruki¢t alkalmazva a Zp v�ges testre, egy
pn elem� v�ges testet kapunk. (Megmutathat¢, hogy Zp felett ∑

d|n µ(n/d)pd/n 6= 0irreduibilis n-ed fok£ f�polinom van; l sd Knuth [43℄, 4.6.2.(4) feladat.) Azt, hogyaz n-ed fok£ f ∈ Zp[x℄ polinom irreduibilis, p�ld ul £gy is megmutathatjuk, hogyminden, legfeljebb ⌊n/2⌋ foksz m£ polinommal megpr¢b ljuk elosztani. (Enn�l sokkalhat�konyabb elj r sok is l�teznek.)
>Legyen F test, �s f ∈ F [x℄ egy n-ed fok£ (n ∈ N+) irreduibilis f�polinom. Ekkor~F = F [x℄/(f) test; ez k�vetkezik abb¢l, hogy az (f) f�ide l maxim lis ide l, de k�z-vetlen�l is bel that¢: ha g /∈ (f), azaz f nem osztja g-t, akkor alkalmazva a b�v¡tett



euklideszi algoritmust, olyan u �s v polinomokat kapunk, amelyekre d = fu+ gv, ahol daz f �s g egyik legnagyobb k�z�s oszt¢ja, egy nullad fok£ polinom. Innen d oszt lya azegys�gelem ~F -ban, v oszt lya pedig g oszt ly nak az inverze. Minden mell�koszt lybana legalasonyabb fok£ polinom foksz ma kisebb, mint n, �s sak egy ilyen polinom van;ez meghat rozhat¢ £gy, hogy a mell�koszt ly tetsz�leges elem�re vessz�k az f -fel val¢oszt s n l ad¢d¢ marad�kot. A m�veleteket ezekkel a reprezent nsokkal v�gezhetj�k; haa szorzat foka nem kisebb, mint n, akkor osztunk f -fel, �s vessz�k a marad�kot. Jel�lje
α az x ∈ F [x℄ polinom oszt ly t F [x℄/(f)-ben. A ~F test elemei egy�rtelm�en fel¡rhat¢k
a0 + a1α + · · · + an−1αn−1 alakban, ahol a0, a1, . . . , an−1 ∈ F . �gy F r�szteste ~F -nak.(A ~F [x℄-belinek is tekinthet� f polinom ~F [x℄-ben m r nem irreduibilis, α egy gy�ke.)Legyen p egy pr¡msz m. A fenti konstruki¢t alkalmazva a Zp v�ges testre, egy pnelem� v�ges testet kapunk. Azt, hogy az n-ed fok£ f ∈ Zp[x℄ polinom irreduibilis-e,p�ld ul £gy is megvizsg lhatjuk, hogy minden, legfeljebb ⌊n/2⌋ foksz m£ polinommalmegpr¢b ljuk elosztani. (Enn�l sokkal hat�konyabb elj r st is fogunk tanulni.)
• 142/−6 . . .− 1 :

<* P�ld k. (1) Tekints�k az R[x℄ polinomgy�r�ben az (x2 + 1) f�ide lt. Mindenmell�koszt lyban a legalasonyabb fok£ polinom line ris, �s a mell�koszt lyban pontosanegy line ris polinom van. A faktorgy�r� szorz s val a mell�koszt lyok C-vel izomorfgy�r�t alkotnak. (Term�szetesen x2 + 1 irreduibilis, �s (x2 + 1) maxim lis ide l.)(2) Tekints�k a Z2[x℄ polinomgy�r�ben az (x2 + x+1) f�ide lt. Minden mell�kosz-t lyban a legalasonyabb fok£ polinom line ris, �s a mell�koszt lyban pontosan egy
>P�ld k. (1) Tekints�k az R[x℄ polinomgy�r�ben az x2 + 1 irreduibilis polinom ltal gener lt (x2 + 1) f�ide lt. Minden mell�koszt lyban a legalasonyabb fok£ poli-nom line ris, �s a mell�koszt lyban pontosan egy line ris polinom van. A faktorgy�r�szorz s val a mell�koszt lyok C-vel izomorf testet alkotnak.(2) Tekints�k a Z2[x℄ polinomgy�r�ben az x2 + x + 1 irreduibilis polinom  ltalgener lt (x2 + x + 1) f�ide lt. Minden mell�koszt lyban a legalasonyabb fok£ polinomline ris, �s a mell�koszt lyban pontosan egy

• 143/1 . . .15 :
<line ris polinom van. A faktorgy�r� szorz s val a mell�koszt lyok egy n�gyelem� testetalkotnak. (Term�szetesen x2 + x+ 1 irreduibilis, �s (x2 + x+ 1) maxim lis ide l.)V�ges testek alapt�tele.(1) B rmely v�ges test elemeinek sz ma pr¡mhatv ny, ahol a pr¡m a test karakteriszti-k ja.(2) B rmely q = pn (p pr¡m, n ∈ N+) pr¡mhatv nyra a q elem� v�ges testek izomorfak.M r l ttuk, hogy b rmely q pr¡mhatv nyra van q elem� v�ges test. Mivel (2) szerintl�nyeg�ben sak egy q elem� v�ges test van, besz�lhet�nk a q elem� v�ges testr�l. Ezt

Fq-val jel�lj�k.



* Bizony¡t s. (1) bizony¡t sa nem neh�z: ha p a K v�ges test karakterisztik ja �s
e az egys�geleme, akkor a Z-t K-ba k�pez� n 7→ ne homomor�zmusra sak n mod p-t�lf�gg n k�pe, ¡gy tekinthetj�k Zp → K homomor�zmusnak is. Ez ut¢bbi homomor�zmusmonomor�zmus is, ¡gy Zp-t azonos¡tva a lek�pez�s �rt�kk�szlet�vel Zp a K r�szteste.Nyilv n K vektort�r Zp felett, �s ha n-dimenzi¢s, akkor K-nak pn eleme van.(2) bizony¡t sa j¢val nehezebb: l sd gondajanosGonda J nosGonda jegyzet�t. �

>line ris polinom van. A faktorgy�r� szorz s val a mell�koszt lyok egy n�gyelem� testetalkotnak.V�ges testek elemsz ma. B rmely v�ges test elemeinek sz ma pr¡mhatv ny, ahola pr¡m a test karakterisztik ja.Bizony¡t s. Ha p az F v�ges test karakterisztik ja �s e az egys�geleme, akkor a Z-t
F -be k�pez� n 7→ ne homomor�zmus magja pZ. Azonos¡tva Z/pZ = Zp-t a lek�pez�s�rt�kk�szlet�vel, Zp az F r�szteste. Nyilv n F vektort�r Zp felett, �s ha n-dimenzi¢s,akkor F -nek pn eleme van. �

• 143/−20 :
<T�tel. V�ges test nem nulla elemeinek multiplikat¡v soportja iklikus.* Bizony¡t s Egy n rend� G iklikus soportban minden d|n eset�n pontosan egy

d rend� r�szsoport van. Ez iklikus �s ϕ(d) gener tora van. Mivel G minden elemegener l egy r�szsoportot, ∑

d|n ϕ(d) = n.Legyen most a nem nulla elemek multiplikat¡v soportja G, �s legyen a G rendje n.Ha d|n �s van olyan g ∈ G, amelynek rendje d, akkor ez egy H = {1, g, g2, . . . , gd−1} ik-likus r�szsoportot gener l. Mivel testben az xd = 1 egyenletnek legfeljebb d megold savan, azok mind a H r�szsoportban vannak. Spei lisan, minden d rend� eleme G-nekgener tora H-nak, �s ϕ(d) ilyen van. �gy d rend� eleme G-nek 0 vagy ϕ(d) darab van.Ha valamely d|n-re nulla lenne, az ellentmondana annak, hogy ∑

d|n ϕ(d) = n. �gy van
n rend� elem is, teh t G iklikus. �

>
◦ Alkalmaz s: A Rijndael �s AES blokkrejtjelz�k. A Z8 + Z4 + Z3 + Z + 1polinom irreduibilis Z2 felett. A 256 elem� Z2[Z℄/(Z8+Z4+Z3+Z+1) testet Rijndael-testnek is nevezik: ezt a testet haszn lja a Joan Daemen �s Vinent Rijmen belga kriptog-r fusok  ltal tervezett Rijndael-rendszer. A test elemei mell�koszt lyok, a mell�koszt -lyokat a benn�k szerepl� egyetlen 8-n l alasonyabb fok£ polinommal reprezent ljuk. Arendszer titkos kuls£, gyors a rejtjelez�s �s a fejt�s, �s a klasszikus, Shannon-t¢l sz rmaz¢elveken alapul: a kulst¢l is f�gg� helyettes¡t�seket �s kever�seket alkalmaz a rejtjelzen-d� blokkra sz mos menetben egym s ut n. Alapvet�en 32 bites szavakat haszn l. Arejtjelzend� blokk b �s a kuls k (szavakban megadott) m�rete is 4, 5, 6, 7 vagy 8 sz¢lehet, egym st¢l f�ggetlen�l. Ha r menetet haszn lunk, akkor el�sz�r a k szavas kulsotkiterjesztj�k egy r+1 darab b szavas seg�dkuls-sorozatt  (l sd k�s�bb). EgyW sz¢t te-kinthet�nk egy (B0, B1, B2, B3) b jtn�gyesnek, ahol a b jtok a mem¢ria¡meik n�vekv�



sorrendj�ben k�vetkeznek. A teljes blokkot tekinthetj�k egy b jtm trixnak, amelynekegyes oszlopait a szavak b jtjai alkotj k, a sorindexek 0, 1, 2, 3. Egy tetsz�leges B b jtottekinthet�nk egy (b0, b1, b2, b3, b4, b5, b6, b7) bitsorozatnak, egy b0+ b12+ b222+ · · ·+ b727sz mnak, illetve a Rijndael-test egy, a b0 + b1Z + · · · + b7Z7 polinommal reprezent ltelem�nek.A rejtjelz�s r menetb�l  ll, ahol r ≥ 10, ha b = k = 4, egy�bk�nt ha b, k ≤ 6, akkor
r ≥ 12, �s minden m s esetben r ≥ 14. A menetek el�tt bitenk�nti kiz r¢ vagy m�veletetv�gz�nk a blokk �s az els� seg�dkuls k�z�tt. Az egyes menetek az al bbi n�gy l�p�sb�l llnak:(1) B jtonk�nti S helyettes¡t�s: A blokkra b jtonk�nti elv�gezz�k az S helyettes¡t�st,ahol S(x) = Bx−1 + b; itt x−1 azt jelenti, hogy az x b jtot a Rijndael-test egy elem�velazonos¡tva, kisz m¡tjuk a multiplikat¡v inverz�t (a nulla b jt inverz�t null nak tekintj�k).Az eredm�ny�l kapott x′ b jtra kisz m¡tjuk az
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�sszef�gg�ssel adott y b jtot Z2 feletti m trixszorz ssal �s vektor�sszead ssal, ahol
C = 
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�s S(x) = y. A helyettes¡t�s inverze x = S−1(y) = (

C−1(y − c))−1; a C m trix modulo2 inverze
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(2) Sorkever�s: A blokknak megfelel� b jtm trix sorait iklikusan balra l�ptetj�k,minden sort annyi b jttal, amennyi az indexe. Ha b > 6, akkor a 2, illetve 3 index� sort3-mal, illetve 4-gyel l�ptetj�k. A transzform i¢ invert l sa nyilv nval¢.(3) Oszlopkever�s: A b jtm trixban minden oszlopot egy polinomnak tekint�nka z v ltoz¢ban a Rijndael-test felett. Az egy�tthat¢kat az oszlop b jtjai adj k, a 0index� sorban van a konstans tag. Ezt a polinomot szorozzuk a Rijndael-test feletti(Z2 +Z)z3 + z2 + z +Z polinommal, �s az eredm�nyt reduk ljuk modulo z4 + 1, enneka (Rijndael-testbeli) egy�tthat¢i adj k a kever�s eredm�ny�t. Az invert l s azon alapul,hogy az el�z� polinomnak modulo z4+1 van inverze: (Z3+Z+1)z3+(Z3+Z2+1)z2+(Z3 + 1)z + Z3 + Z2 + Z.(4) Seg�dkuls hozz ad sa: bitenk�nt kiz r¢ vagy m�veletet v�gz�nk a kapott szavak�s a k�vetkez� seg�dkuls szavai k�z�tt. Az invert l s ugyanez.Az utols¢, r-edik menetben az oszlopkever�si l�p�s kimarad. A dek¢dol s nyilv n arejtjelz�si l�p�sek inverzeinek ford¡tott sorrendben t�rt�n� elv�gz�s�vel t�rt�nik.Le kell m�g ¡rnunk a seg�dkulsok k�pz�s�t. A seg�dkulsok t�mbje (r + 1)b sz¢b¢l ll, ezt a sz¢sorozatot olvassuk az elej�t�l kezdve, mindig b sz¢t, ezek a seg�dkulsok. At�mb�t a k�vetkez�k�ppen t�ltj�k fel: az els� k helyre ker�lnek az eredeti kuls szavai. Atov bbiWi, i = 0, 1, . . . , (r+1)b−k−1 szavakat a k�vetkez�k�ppen k�pezz�k:  ltal ban
Wi az el�tte  ll¢, �s a k-val el�tte  ll¢ sz¢ra alkalmazott bitenk�nti kiz r¢ vagy m�velettelad¢dik. A k ≤ 6 esetben ett�l sak akkor t�r�nk el, ha i ≡ 0 (mod k); ekkor a k�t sz¢k�z�tti kiz r¢ vagy m�velet el�tt az el�z� sz¢ b jtjait iklikusan eggyel l�ptetj�k (a 0index� b jt a 3 index� b jt hely�re ker�l), b jtonk�nt alkalmazzuk az S helyettes¡t�st,majd a 0 index� b jthoz bitenk�nti kiz r¢ vagy m�velettel hozz adjuk a Rijndael-test
Z⌊i/k⌋  ltal reprezent lt eleme bitjeit. Ha k > 6, akkor m�g egy elt�r�s van: ha i ≡ 4(mod k), akkor a k�t sz¢ k�z�tti kiz r¢ vagy m�velet el�tt az el�z� sz¢ra b jtonk�ntalkalmazzuk az S helyettes¡t�st.Az AES (Advaned Enription Standard) USA-szabv ny rejtjelz� a Rijndael spei lisesete: b = 4 �s k = 4, r = 10 vagy k = 6, r = 12 vagy k = 8, r = 14.T�tel. V�ges test nem nulla elemeinek multiplikat¡v soportja iklikus. Ha a v�gestestnek q eleme van, akkor b rmely c elem�re cq = c.* Bizony¡t s Legyen a nem nulla elemek multiplikat¡v soportja G, �s legyen a
G rendje n. Ha d|n �s van olyan g ∈ G, amelynek rendje d, akkor ez egy H =
{1, g, g2, . . . , gd−1} iklikus r�szsoportot gener l. Mivel testben az xd = 1 egyenlet-nek legfeljebb d megold sa van, azok mind a H r�szsoportban vannak. Spei lisan,minden d rend� eleme G-nek gener tora H-nak, �s ϕ(d) ilyen van. �gy d rend� eleme
G-nek 0 vagy ϕ(d) darab van. Ha valamely d|n-re nulla lenne, az ellentmondana annak,hogy ∑

d|n ϕ(d) = n (l s p�ld ul a 8.3.25. pontot). �gy van n rend� elem is, teh t Giklikus. �

• 143/−9 :
<Irreduibilis polinomok. A komplex sz mtest felett az algebra alapt�tele



>* T�tel. Legyen F egy q elem� v�ges test. Egy F feletti d-ed fok£ irreduibilisf�polinom akkor �s sakis akkor osztja xqn − x-et, ha d|n.Bizony¡t s. Legyen f egy d-ed fok£ irreduibilis f�polinom, �s tekints�k az ~F =
F [x℄/(f) v�ges testet, amelynek qd eleme van. Ennek b rmely y elem�re yqd = y. Innen
k szerinti teljes induki¢val

yqdk = y(qd(k−1)·qd) = (

yqd(k−1))qd = yqd = yminden y ∈ ~F -ra. �gy d|n eset�n yqn = y az ~F -ban, ami spei lisan y = ~x v laszt ssalazt is jelenti, hogy az F feletti xqn − x polinom oszthat¢ f -el.Megford¡tva, legyen ξ a ~F nem nulla elemei multiplikat¡v soportj nak egy gener -tora. Legyen p az ~F karakterisztik ja. Azok az η ∈ ~F elemek, amelyekre ηqn = η, az�sszead sra n�zve z rt halmazt alkotnak, mert (η1+η2)pk = ηpk1 +ηpk2 , �s qn is p-hatv ny.Nyilv n az ilyen η elemek halmaza a szorz sra is z rt. �gy ha f osztja az xqn − x polino-mot F [x℄-ben, akkor ~F -ban ~xqn = ~x, amib�l, mivel ξ az ~x polinomja, ξqn = ξ is teljes�l.De ha n = kd+ r, 0 ≤ r < d, akkor
ξ = ξqn = ξ(qdk·qr) = (

ξqdk
)qr = ξqr

,ami r > 0 eset�n ellentmond annak, hogy ξ gener torelem. �K�vetkezm�ny. Az F feletti n-ed fok£ irreduibilis polinomok sz ma legal bb
(

qn − q⌊n/2⌋⌊lg n⌋)/n > 0.* Bizony¡t s. Mivel xqn − x deriv ltja a −1 polinom, b rmely irreduibilis f�poli-nomnak legfeljebb az els� hatv nya osztja xqn−x-et. B rmely d val¢di oszt¢j ra n-nek doszt¢ja n/pi-nek valamely pi pr¡mt�nyez�j�re n-nek. �gy azon irreduiblis f�polinomok,amelyek oszt¢i xqn − x-nek, de fokuk kisebb mint n, mind oszt¢i valamely xqn/pi − xpolinomnak, amelynek foka legfeljebb q⌊n/2⌋. Mivel az n k�l�nb�z� pr¡moszt¢inak sz malegfeljebb ⌊lg n⌋, azon irreduiblis f�polinomok, amelyek oszt¢i xqn − x-nek, de fokukkisebb mint n, szorzat nak a foka legfeljebb q⌊n/2⌋⌊lgn⌋. �gy a pontosan n-ed fok£ irre-duibilis f�polinomok szorzat nak a foka legal bb qn−q⌊n/2⌋⌊lgn⌋. H travan m�g annakbizony¡t sa, hogy ez a sz m pozit¡v. Felhaszn lva, hogy q ≥ 2, ez k�nnyen ellen�rizhet�
n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 eset�n. Megmutatjuk, hogy n ≥ 8 eset�n m�g a qn > qn/2 lg negyenl�tlens�g is teljes�l. Ha n = 8, a k�t egyenl�tlens�g ekvivalens, egy�bk�nt pedigteljes induki¢val

qn+1 = q · qn > q · qn/2 lgn = q(n+1)/2 lg(n+ 1)√q lg nlg(n+ 1) > q(n+1)/2 lg(n+ 1),mert
√
q

lgnlg(n+ 1) > √2 lg nlg(2n) ≥ √2 lgn1 + lg n = √2 11 + 1/ lgn ≥ √2 11 + 1/3 = 3√24 > 1.



K�vetkezm�ny. B rmely q = pn (p pr¡m, n ∈ N+) pr¡mhatv nyra l�tezik q elem�v�ges test.Bizony¡t s. Alkalmazzuk az el�z� k�vetkezm�nyt Zp-re.* Testb�v¡t�sek. Ha F a K r�szteste, akkor azt is mondjuk, hogy K az F testb�v¡t�se. Nyilv n K vektort�r F felett. Ennek a vektort�rnek a dimenzi¢j t a b�v¡t�sfok nak nevezz�k �s [K : F ℄-fel jel�lj�k; ha v�ges, akkor v�ges b�v¡t�sr�l besz�l�nk.Legyen α ∈ K. A K �sszes, F -et �s α-t tartalmaz¢ r�sztest�nek a metszete maga isr�szteste K-nak: ez az
F (α) = {

p(α)/q(α) : p, q ∈ F [x℄, q(α) 6= 0}r�szhalmaza K-nak. Ha van olyan 0 6= p ∈ F [x℄ polinom, amelynek α gy�ke, akkor aztmondjuk, hogy α algebrai F felett. Az α minim lpolinomja F felett egy minim lis fok£ilyen polinom. Egy minim lpolinom minden olyan F [x℄-beli polinomnak oszt¢ja, amely-nek α gy�ke, mert egy�bk�nt a k�t polinom legnagyobb k�z�s oszt¢ja egy, a minim lpo-linomn l alasonyabb fok£ polinom lenne, amelynek α gy�ke. �gy a minim lpolinomokegym s asszoi ltjai. A minim lpolinomok nyilv n irreduibilisek. Foksz muk az α foka
F felett.* T�tel. Legyen K az F test b�v¡t�se. Ha α ∈ K algebrai F felett, a foka n, �s f egyminim lpolinomja, akkor F (α) izomorf F [x℄/(f)-fel, �s F (α) minden eleme egy�rtelm�en¡rhat¢ fel ∑n−1

j=0 rjαj alakban, ahol r0, r1, . . . , rn−1 ∈ F .Bizony¡t s. A g 7→ g(α) lek�pez�s olyan homomor�zmusa az F [x℄ gy�r�nek K-ba,amelynek magja (f), ¡gy �rt�kk�szlete egy F [x℄/(f)-el izomorf test. Az �rt�kk�szletetartalmazza F -et �s α-t, ¡gy F (α)-t is. Mivel F (α) nyilv n tartalmazza a ∑n−1
j=0 rjαjalak£ �sszegeket, sak azt kell megmutatnunk, hogy az �rt�kk�szlet minden eleme ebbena halmazban van. Legyen g ∈ F [x℄ tetsz�leges, �s ¡rjuk fel g = qf + r alakban; nyilv n

g(α) = r(α).V�ges testek alapt�tele. B rmely q = pn (p pr¡m, n ∈ N+) pr¡mhatv nyra a qelem� v�ges testek izomorfak.M r l ttuk, hogy b rmely q pr¡mhatv nyra van q elem� v�ges test. Mivel a t�telszerint l�nyeg�ben sak egy q elem� v�ges test van, besz�lhet�nk a q elem� v�ges testr�l.Ezt Fq-val jel�lj�k.* Bizony¡t s. Legyen F egy tetsz�leges q elem� v�ges test, p pedig az F karakte-risztik ja, �s q = pn. Ekkor, mint tudjuk, az egys�gelem t�bbsz�r�sei egy Zp-vel izomorfr�sztestet alkotnak. Ezt Zp-vel azonos¡tva, Zp a K r�szteste. Legyen f egy n-ed fok£irreduibilis f�polinom. Ez oszt¢ja Zp felett a g(x) = xq−x polinomnak. A g polinom Ffelett els�fok£ polinomok szorzat ra bomlik, mert minden y ∈ F gy�ke, ¡gy q k�l�nb�z�gy�ke van. De akkor az irreduibilis t�nyez�kre val¢ felbont s egy�rtelm�s�ge miatt fis els�fok£ t�nyez�k szorzat ra bomlik F felett. Jel�lje α az f egyik gy�k�t F felett.Mivel Zp(α)-nak q = pn eleme van, Zp(α) = F . Mivel Zp(α) izomorf Zp[x℄/(f)-fel, az Fizomorf Zp[x℄/(f)-fel. �



Wedderburn t�tele. V�ges ferdetest kommutat¡v.
◦* Bizony¡t s. Legyen K v�ges ferdetest, �s ha x ∈ K, legyen CK(x) = {y ∈ K :
xy = yx}, valamint CK = ∩x∈KCK(x). Minden CK(x), �s ¡gy CK is ferdetest, de
CK kommutat¡v is. Legyen q a CK elemeinek sz ma. Mivel minden CK(x) vektort�r
CK felett, elemsz muk qnx valamely nx ∈ N+-ra. Spei lisan K = CK(0) elemsz mais q-hatv ny, mondjuk qn. Mivel K vektort�r a CK(x) ferdetest felett is, nx|n minden
x ∈ K-ra. Tekints�k most a G = K \ {0} multiplikat¡v soportot. A C(x) konjug ltelemoszt ly x 6= 0 eset�n CK(x) \ {0}, �s ¡gy a C entrum CK \ {0}. Az oszt lyegyenletszerint

qn − 1 = q − 1 +∑

[

G : C(x)] = q − 1 +∑ qn − 1
qnx − 1 ;az �sszegz�s a nem egyelem� konjug lt elemoszt lyok egy-egy x reprezent ns ra �rtend�,

q − 1 pedig az egyelem� konjug lt elemoszt lyok sz ma, amely C elemsz ma. A �nk�roszt si polinom q helyen felvett �rt�ke osztja a bal oldalt, �s a jobb oldali �sszegminden tagj t, ¡gy q − 1-et is. Ha azonban n > 1, akkor ez ellentmond s, mert �n(x) =
∏(x−εk), ahol a szorzat az �sszes primit¡v n-edik εk egys�ggy�kre �rtend�, ¡gy ∣

∣�n(q)∣∣ =
∏ |q− εk|, �s a jobb oldalon minden t�nyez� abszol£t �rt�ke nagyobb, mint q− 1. Teh t
n = 1 �s K = CK .* Polinomfaktoriz l s v�ges testek felett. Els� l�p�sk�nt az Fq feletti f poli-nomot (q = pn, p pr¡m, n ∈ N+) a 8.3.30. k�vetkezm�nyben megadott l�p�s ism�t-l�s�vel n�gyzetmentes t�nyez�k szorzat ra bontjuk; gondot okozhat, hogy az f �s f ′polinomok d legnagyobb k�z�s oszt¢ja f is lehet, ha f ′ = 0. Ez akkor fordulhat el�,ha f0 + f1xp + f2x2p + · · · + fmx

mp alak£ az f , azaz sak olyan monomokban l�p felnem nulla egy�tthat¢, amelyekre a kitev� p t�bbsz�r�se. Ekkor gj = f
q/p
j v laszt ssal

gp
j = f q

j = fj , �s a g = g0 + g1x+ · · ·+ gmx
m polinomra

g(x)p = gp0 + (g1x)p + · · ·+ (gmx
m)p = f(x),¡gy el�g g-t faktoriz lni.M sodik l�p�sk�nt egy m r n�gyzetmentes f polinomra d = 1, 2, . . . -re sz moljukki f(x) �s xqd − x legnagyobb k�z�s oszt¢j t, az fd(x) polinomot. Az f1 az f els�fok£,az f2 az f m sodfok£, stb., irreduibilis t�nyez�inek szorzata. Term�szetesen ha f1 nemkonstans, akkor f2 kisz m¡t sa el�tt f -et �lszer� helyettes¡teni f/f1-el, stb. Ha ¡gytesz�nk, akkor meg llhatunk, ha d nagyobb nem lesz, mint ⌊deg(f)/2⌋; ekkor f m rirreduibilis.Harmadik l�p�sk�nt az fd polinomokat �has¡tjuk" sz�t. Ha fd foksz ma d, akkornyilv n irreduibilis, meg llhatunk. Ha valamelyik fd foksz ma nagyobb, mint d, akkoregy val¢sz¡n�s�gi m¢dszert haszn lhatunk a �sz�thas¡t s ra". Ez azon alapul, hogy tet-sz�leges t(x) �tesztpolinomra" t(x)qd − t(x) t�bbsz�r�se xqd − x-nek; val¢ban, mivel Fkarakterisztik ja p �s q a p hatv nya,

t(x)qd = (
∑k

j=0 tjxj
)qd = k

∑

j=0 tqd

j (xj)qd = k
∑

j=0 tj(xqd)j
,



ahonnan F [x℄/(xqd − x)-ben sz molva~tqd = k
∑

j=0 tj(~xqd)j = k
∑

j=0 tj~xj = ~t.Ha most a t(x)qd − t(x) polinomnak vessz�k egy faktoriz l s t, akkor val¢sz¡n�, hogy
fd irreduibilis oszt¢i nem mind ugyanabban a t�nyez�ben lesznek, �s legnagyobb k�z�soszt¢ k�pz�ssel kinyerhet�k. P ratlan q eset�n a nyilv nval¢

t(x)nd − t(x) = (

t(x)(qd−1)/2) − 1)(t(x)(qd−1)/2) + 1)t(x)faktoriz l s haszn lhat¢; megmutathat¢, hogy ha a t tesztpolinomot v�letlenszer�en v -lasztjuk az �sszes 2d-n�l alasonyabb fok£ polinomok k�z�l, akkor fd �s t(x)(qd−1)/2)− 1legnagyobb k�z�s oszt¢ja legal bb 1/2− 1/(2qd) es�llyel nem trivi lis. (A gyakorlatbansokszor m r azzal is �lt �r�nk, ha t-t v�letlen els�fok£ f�polinomnak v lasztjuk.) P ros
q eset�n a

t(x)nd − t(x) = ∏

c∈Fq

(

T
(

t(x))− c)faktoriz l s haszn lhat¢, ahol
T (x) = x+ xq + xq2 + · · ·+ xq(d−1) ;ez £gy ad¢dik, hogy a nyilv nval¢ xq−x = ∏

c∈Fq
(x−c) faktoriz l sba x hely�re T (x)-et¡runk, �s felhaszn ljuk, hogy T (x)q − T (x) = xqd − x, mivel T (x)q = T (xq), majd xhely�re t(x)-et helyettes¡t�nk.* Magasabb fok£ kongrueni k. Az

f0 + f1x+ f2x2 + · · ·+ fnx
n ≡ 0 (mod m)kongruenia megold sait keress�k, ahol f0, f1, . . . , fn ∈ Z �s m ∈ N, m > 1. A k¡naimarad�kt�tel seg¡ts�g�vel a kongruenia minden megold s t megkaphatjuk, ham kanoni-kus felbont s ban szerepl� pr¡mhatv ny t�nyez�ket v�ve modulusnak, meghat rozzuk amegold sokat. Hasznos �szrev�tel, hogy ha p pr¡msz m, α ∈ N+, akkor minden x ∈ Z-re

xj+ϕ(pα) ≡ xj (mod xα), ha j ≥ α;ennek a seg¡ts�g�vel reduk lhatjuk a kongruenia fok t. Az α = 1 eset elint�zhet� az el�z�pont alapj n, hiszen ekkor egy Zp feletti polinom gy�kt�nyez�it kell meghat roznunk.V�g�l az α > 1 eset az al bbi lemma alapj n induki¢val visszavezethet� az α = 1 esetre:



* Hensel-lemma. Legyen p pr¡msz m, α ∈ N+, f, gα, hα, u, v ∈ Z[x℄, deg(u) <deg(hα), deg(v) < deg(gα), �s tegy�k fel, hogy gα f�polinom, deg(f) = deg(gα)+deg(hα),valamint teljes�lnek az
f(x) ≡ gα(x)hα(x) (mod pα), u(x)gα(x) + v(x)hα(x) ≡ 1 (mod p)kongrueni k. Ekkor l�teznek olyan gα+1, hα+1 ∈ Z[x℄ polinomok, amelyre
gα+1(x) ≡ gα(x) (mod pα) �s hα+1(x) ≡ hα(x) (mod pα),tov bb  a fenti felt�telek mind teljes�lnek α+1-el α helyett. A gα+1 �s hα+1 polinomokegy�rtelm�ek modulo pα+1.A bizony¡t s konstrukt¡v, algoritmust ad gα+1 �s hα+1 meghat roz s ra.Bizony¡t s. Ha l�tezik gα+1 �s hα+1, akkor gα+1 = gα+pα�g illetve hα+1 = hα+pα�halak£, ahol �g, �h ∈ Z[x℄, deg(�g) < deg(gα), deg(�h) ≤ deg(hα). Az

u(x)gα+1(x) + v(x)hα+1(x) ≡ 1 (mod p)felt�tel ekkor nyilv n teljes�l, az
f(x) ≡ gα+1(x)hα+1(x) = (

gα(x) + pα�g(x))(hα(x) + pα�h(x)) (mod pα+1)felt�tel pedig azzal ekvivalens, hogy�h(x)gα(x) + �g(x)hα(x) ≡ w(x) (mod p),ahol
w(x) = f(x)− gα(x)hα(x)

pα
.Tetsz�leges q(x) ∈ Z[x℄-re(1) (

u(x)w(x) + q(x)hα(x))gα(x) + (

v(x)w(x) − q(x)gα(x))hα(x) ≡ w(x) (mod p).Legyen q a vw polinomnak a gα polinommal Zp felett val¢ oszt s n l fell�p� h nyados,�g = vw − qgα �s �h = vw − qhα, mindkett� Zp felett kisz molva. Mivel �g a vw po-linomnak gα-val val¢ oszt s n l fell�p� marad�k, deg(�g) < deg(gα). Mivel deg(w) ≤deg(f) = deg(gα) + deg(hα), azt kapjuk, hogy deg(�h) ≤ deg(hα), mivel egy�bk�nt az (1)kongruenia nem teljes�lhetne.Ha ��g �s ��h m sik megold s, akkor
(�h(x)− ��h(x))gα(x) ≡ (��g(x) − �g(x))hα(x) (mod p).Mivel Zp felett gα �s hα relat¡v pr¡mek, gα osztja ��g − �g-t. Mivel ennek foksz ma kisebb,mint gα foksz ma, sak nulla lehet. Innen a m sik oldal is nulla.Irreduibilis polinomok C, R, Q �s Z felett. A komplex sz mtest felett azalgebra alapt�tele



• 147/14 :
<Megjegyz�sek. (1) Ha R test, a Sh�nemann{Eisenstein-t�tel nyilv n nem alkal-
>8.3.30. Megjegyz�sek. (1) Ha R test, a Sh�nemann{Eisenstein-t�tel nyilv nnem alkal-

• 148/4 :
<Megjegyz�sek. (1) Ha R test, a Sh�nemann{Eisenstein-t�tel nyilv n nem alkal-
>8.3.30. Megjegyz�sek. (1) Ha R test, a Sh�nemann{Eisenstein-t�tel nyilv nnem alkal-

• 149/13 :
<a j-edik Lagrange interpol i¢s alappolinom, �s legyen f = ∑n

j=0 dj lj .
>a j-edik Lagrange interpol i¢s alappolinom, �s legyen f = ∑n

j=0 dj lj .Titokmegoszt s. A Lagrange-interpol i¢ titokmegoszt sra is felhaszn lhat¢. Te-gy�k fel, hogy egy t ∈ N titkot n r�szre akarunk osztani £gy, hogy b rmelyik m r�sz-b�l a titok vissza ll¡that¢ legyen, de kevesebb�l semmi inform i¢t ne lehessen kapnia titokr¢l. V lasszunk egy, a t maxim lis lehets�ges �rt�k�n�l (�s n-n�l is) nagyobb ppr¡met �s v�letlen a1, a2, . . . am−1 ∈ Zp egy�tthat¢kat, majd sz m¡tsuk ki a Zp feletti
t + a1x1 + a2x2 + · · · + am−1xm−1 polinom y1, y2, . . . , yn �rt�keit az 1, 2, . . . , n helye-ken. Ezek a titokr�szek: b rmelyik m titokr�szb�l a polinom megkaphat¢ Lagrange-interpol i¢val, ¡gy a titok ad¢dik, de kevesebb r�szb�l nem.
• 149/13 :

<feloldhat¢-e.
>feloldhat¢-e. Spei lis esetekben teh t siker�lhet meghat rozni a gy�k�ket, p�ld ul sok-szor seg¡t egy £j v ltoz¢ bevezet�se y = h(x) alakban, ahol h polinom; ez a Tshirnhaus-transzform i¢.

• 152/16 :
<

R[x1, x2, . . . , xn℄ = R[x1, x2, . . . , xn−1℄[xn℄. �

>

R[x1, x2, . . . , xn℄ = R[x1, x2, . . . , xn−1℄[xn℄. �



Megjegyz�s. Ha n > 1, akkor R[x1, x2, . . . , xn℄ nem tehet� euklid�szi gy�r�v�,m�g akkor sem, ha R test, mert 1 az x1 �s x2 polinomok legnagyobb k�z�s oszt¢ja, desemmilyen p1, p − 2 polinomokkal nem  ll el�nem  ll el� p1x1 + p2x2 alakban, mertmindk�t szorzat konstans tagja nulla.
• 162/−17 :

<m£lik.) Pe�x k¢d nyilv n felbonthat¢.
>m£lik.) Pre�x k¢d nyilv n felbonthat¢.

• 173/−4 :
<adva meg. Ebb�l az inform i¢b¢l a 9.2.7. t�tel bizony¡t s n l megadott algoritmussal
>adva meg. Ebb�l az inform i¢b¢l

• 193/−15..− 1 :
<Hibajav¡t¢ k¢d. Egy k¢d t-hibajav¡t¢, ha minden olyan esetben helyesen ja-v¡t, amikor egy elk�ld�tt k¢dsz¢ legfeljebb t helyen v ltozik meg. A k¢d pontosan t-hibajav¡t¢, ha t-hibajav¡t¢, de nem t + 1-hibajav¡t¢, azaz van olyan t + 1 hiba, amelyeta k¢d helytelen�l jav¡t, vagy nem jav¡t.Egy d t vols g£ k¢d eset�n minim lis t vols g£ dek¢dol ssal t < d/2 hiba eset�nbiztosan j¢l d�nt�nk, hiszen a h romsz�g-egyenl�tlens�g k�vetkezt�ben az eredetileg el-k�ld�tt k¢dsz¢t¢l k�l�nb�z� b rmely m s k¢dsz¢ biztosan d/2-n�l t�bb helyen t�r el avett sz¢t¢l. Viszont t ≥ d/2 eset�n nins olyan d�nt�si f�ggv�ny, amely t-hibajav¡t¢,mert a k¢dban van k�t olyan k¢dsz¢, mondjuk u �s v, amelyek pontosan d helyen k�l�n-b�znek. �rjuk u-ban ebb�l a d sz m£ poz¡i¢b¢l t helyre a v adott poz¡i¢j n tal lhat¢jegyet, �s jel�lj�k az ¡gy kapott sz¢t z-vel. A z az u-t¢l t helyen k�l�nb�zik, m¡g v-t�l

d− t ≤ d/2 ≤ t helyen. Ha a dek¢dol s t-hibajav¡t¢ lenne, akkor z-t egyr�szt u-ra, m s-r�szt v-re kellene jav¡tani. Teh t egy d-t vols g£ k¢d minim lis t vols g£ dek¢dol ssalminden t < d/2-re t-hibajav¡t¢, �s pontosan ⌊(d− 1)/2⌋-hibajav¡t¢.A tov bbiakban feltessz�k, hogy minim lis t vols g£ dek¢dol s eset�n a d�nt�sif�ggv�ny teljes, vagyis minden vett sz¢hoz hozz rendel egy k¢dsz¢t.
>Hibajav¡t¢ k¢d. Egy k¢d t-hibajav¡t¢, ha minden olyan esetben helyesen ja-v¡t, amikor egy elk�ld�tt k¢dsz¢ legfeljebb t helyen v ltozik meg. A k¢d pontosan t-hibajav¡t¢, ha t-hibajav¡t¢, de nem t+ 1-hibajav¡t¢, azaz van olyan t+ 1 hib val �rkez��zenet, amelyet a k¢d helytelen�l jav¡t, vagy nem jav¡t.Egy d t vols g£ k¢d eset�n minim lis t vols g£ dek¢dol ssal t < d/2 hiba eset�nbiztosan j¢l d�nt�nk, hiszen a h romsz�g-egyenl�tlens�g k�vetkezt�ben az eredetileg el-k�ld�tt k¢dsz¢t¢l k�l�nb�z� b rmely m s k¢dsz¢ biztosan d/2-n�l t�bb helyen t�r el avett sz¢t¢l. Viszont t ≥ d/2 eset�n nins olyan d�nt�si f�ggv�ny, amely t-hibajav¡t¢,



mert a k¢dban van k�t olyan k¢dsz¢, mondjuk u �s w, amelyek pontosan d helyen k�l�n-b�znek. �rjuk u-ban ebb�l a d sz m£ poz¡i¢b¢l t helyre a w adott poz¡i¢j n tal lhat¢jegyet, �s jel�lj�k az ¡gy kapott sz¢t v-vel. A v az u-t¢l t helyen k�l�nb�zik, m¡g w-t�l
d− t ≤ d/2 ≤ t helyen. Ha a dek¢dol s t-hibajav¡t¢ lenne, akkor v-t egyr�szt u-ra, m s-r�szt w-re kellene jav¡tani. Teh t egy d-t vols g£ k¢d minim lis t vols g£ dek¢dol ssalminden t < d/2-re t-hibajav¡t¢, �s pontosan ⌊(d− 1)/2⌋-hibajav¡t¢.Ǒltal nosabban, tegy�k fel, hogy s ≥ t term�szetes sz mok. Egy k¢d t-hibajav¡t¢�s s-hibajelz�, ha minden legfeljebb t-hib t kijav¡t �s minden legfeljebb s-hib t jelez(ide�rtve a kijav¡tott legfeljebb t-hib kat is). Megmutatjuk hogy ha t + s < d, akkorminim lis t vols g£ dek¢dol ssal minden t-hiba kijav¡that¢ £gy, hogy minden s-hibajelezhet�. Val¢ban, ha legfeljebb t-hib t jav¡tunk a minim lis t vols g£ dek¢dol ssal,akkor t < r ≤ s hiba eset�n, ha u volt az eredeti k¢dsz¢ �s v a vett k¢dsz¢, akkorb rmely u-t¢l k�l�nb�z� w k¢dsz¢ra d(v, w) ≤ t lehetetlen, mert ebb�l d(u,w) ≤ d(u, v)+
d(v, w) ≤ r + t ≤ s+ t < d k�vetkezne. M sr�szt, ha egy k¢d t+ s < d, akkor minim list vols g£ dek¢dol ssal minden t-hiba kijav¡that¢ £gy, hogy minden s-hiba jelezhet�.M sr�szt, ha egy k¢d t-hibajav¡t¢ �s s-hibajelz�, akkor t+ s < d. Val¢ban, ha u �s w k�tk¢dsz¢, amelyek t vols ga d, �s t + s ≥ d, akkor az u k¢dsz¢t t helyen megv ltoztatva£gy, hogy ott k�l�nb�zz�n u-t¢l �s megegyezzen w-vel, akkor ha a v sz¢t vessz�k, azt
u-ra kell jav¡tanunk, de lehet, hogy w-b�l keletkezett legfeljebb s hib val.Hibajav¡t s ismert hibahelyekkel. Tegy�k fel, hogy egy k¢d t vols ga d, �s az tvitel sor n t + r hiba l�pett fel, ahol r hib nak ismerj�k a hely�t (p�ld ul, mert ak¢dbet�ket parit sellen�rz�ssel vissz�k  t). Ha 2t + r < d, akkor a hib kat ki tudjukjav¡tani: Legyen u az eredeti k¢dsz¢, v a vett sz¢, w egy tetsz�leges k¢dsz¢. Jel�lje ~u,~v �s ~w azokat a szavakat, amelyeket £gy kapunk, hogy az adott r helyen  ll¢ bet�ketelhagytuk. V lasszuk ki ezen �r�vid¡tett" k¢dszavak k�z�l azt, amelyik legfeljebb t helyent�r el ~v-t�l; ilyen egyetlen egy van, ~u, mert u 6= w eset�n d ≤ d(u,w) ≤ d(~u, ~w) +
r ≤ d(~u, ~v) + d(~v, ~w) + r ≤ t + r + d(~v, ~w), ahonnan d(~v, ~w) > t. Az ~u ismeret�ben uegy�rtelm�en ad¢dik, mert u 6= w eset�n ~u 6= ~w, hiszen r < d. M sr�szt, ha egy k¢db rmely ismert r helyen �s ismeretlen t helyen fell�p� hib j t ki tudjuk jav¡tani, akkor2t+ r < d. Val¢ban, ha u �s w k�t k¢dsz¢, amelyek t vols ga d, �s 2t+ r ≥ d, akkor az
u k¢dsz¢t t + r helyen megv ltoztatva £gy, hogy ott k�l�nb�zz�n u-t¢l �s megegyezzen
w-vel, akkor ha a v sz¢t vessz�k, azt u-ra kell jav¡tanunk, de lehet, hogy w-b�l keletkezettlegfeljebb t ismeretlen hely� hib val.
• 195/−12..1199/−10 :

<Line ris k¢d. Ahhoz, hogy a k¢dol s �s a dek¢dol s min�l egyszer�bb legyen, a k¢-dol shoz olyan rendszereket �lszer� alkalmazni, amelyek rendelkeznek valamilyen bels�strukt£r val. J¢ k¢dok konstru lhat¢ak algebrai rendszerek seg¡ts�g�vel. A gyakorlatbanalkalmazott k¢dok jelent�s r�sze line ris k¢d. Ha K test, akkor a K elemeib�l alkotottrendezett n-esek a komponensenk�nti �sszead ssal, valamint az n-es minden elem�nekugyanazzal az elemmel val¢ szorz s val egy K feletti n-dimenzi¢s line ris teret alkotnak.Ennek a t�rnek b rmely altere egy line ris k¢d. Ha az alt�r k-dimenzi¢s, a k¢d t vols ga



d, �s a test elemeinek sz ma q, akkor az ilyen k¢dot [n, k, d℄q k¢dnak nevezz�k. Ha neml�nyeges a megad sa, akkor elhagyhat¢ a jel�l�sb�l d, illetve q. Line ris k¢dn l a szavaktekinthet�k polinomoknak is, a bet�ket null t¢l indexelve.A parit sellen�rz� k¢d  ltal ban nem line ris, de ha p rosra eg�sz¡t�nk ki, akkor m rline ris. Tov bbi egyszer� line ris k¢dok az £gynevezett CRC, vagyis Cyli RedundanyChek, iklikus ellen�rz�s k¢dok. A test a k�telem� test. A k bites k¢doland¢ sz¢ elej�re¡runk m = n− k darab null t, majd a megfelel� polinomot osztjuk egy adott m-ed fok£polinommal, a k¢dpolinommal. V�g�l a kapott marad�kkal kiser�lj�k a null kat. Mivela k�telem� test felett minden polinom megegyezik az ellentettj�vel, a k¢dszavakat azjellemzi, hogy oszthat¢k a k¢dpolinommal. N�h ny gyakran haszn lt CRC-k¢dpolinom:CRC-1 (parit sbit) x+ 1CRC-5-USB x5 + x2 + 1CRC-8 x8 + x2 + x+ 1CRC-16-IBM x16 + x15 + x2 + 1CRC-16-CCITT x16 + x12 + x5 + 1CRC-32 (Ethernet, x32 + x26 + x23 + x22 + x16 + x12 + x11FDDI, gzip, PNG) +x10 + x8 + x7 + x5 + x4 + x2 + x+ 1CRC-64-ISO x64 + x4 + x3 ++x+ 1Gener torm trix, ellen�rz� m trix. A K v�ges test feletti [n, k℄ line ris k¢dn l�lszer� a k¢dol si elj r st egy Kk-t C ⊂ Kn-re k�pez� line ris lek�pez�snek v lasztani,ahol C a k¢dszavak altere. Ezt a m trix val jellemezhetj�k, ez a k¢dol s gener tor-m trixa. A dek¢dol sra haszn lhat¢ egy H : Kn → Kk sz�rjekt¡v line ris lek�pez�s,amelynek a magja C. Egy ilyen lek�pez�s m trix t a k¢d ellen�rz� m trix nak nevez-z�k. Ha v ∈ Kn, akkor az s = Hv szindr¢ma pontosan akkor nulla, ha v k¢dsz¢.Szindr¢madek¢dol s. Az el�z� pont jel�l�seivel, ha s ∈ Kn−k, legyen e(s) a
{v : Hv = s} halmaz egy olyan vektora, amelynek s£lya minim lis. Ezt mell�koszt ly-vezet�nek fogjuk nevezni. Ha c ∈ Kn egy k¢dsz¢, v ∈ Kn a vett sz¢, e = v− c a hiba, �s
w(e) < d/2, akkor He(s) = s = Hv = He, ¡gy w(

e(s)) ≤ w(e), ahonnan w(

e−e(s)) < d.De H(

e − e(s)) = 0, ¡gy a k�l�nbs�g k¢dsz¢, teh t e = e(s), a hiba jav¡that¢. Aszindr¢madek¢dol s t rig�nye sokkal kisebb, mint a t bl zattal val¢ dek¢dol s�, de m�gmindig nagyon nagy lehet.Singleton-korl t. Ha adott egy q elem�  b�� bet�ib�l  ll¢ n hossz£ k¢dszavakattartalmaz¢ C k¢d, amelynek t vols ga d, akkor minden k¢dsz¢b¢l elhagyva d− 1 bet�t(ugyanarr¢l a d − 1 helyr�l) m�g mindig k�l�nb�znek a k¢dszavak, de sak n − d + 1hossz£ak. Innen a k¢dszavak sz m ra azt kapjuk, hogy ♮(C) ≤ qn−d+1, ez a Singleton-korl t. Mindk�t oldal logaritmus t v�ve d + logq ♮(C) ≤ n + 1. Egy line ris [n, k, d℄q-k¢dn l azt kapjuk, hogy d + k ≤ n + 1. Ha egyenl�s�g  ll, a line ris k¢dot maxim list vols g£ szepar bilis k¢dnak, MDS-k¢dnak nevezz�k. A szepar bilis (elv laszthat¢)k¢d elnevez�st az indokolja, hogy b rmely r�gz¡tett d − 1 = n − k helyen  ll¢ bet�ketelhagyva a k¢dszavakb¢l, qk k�l�nb�z� sz¢ marad, ez�rt a line ris k¢dol st v laszthatjuk£gy, hogy b rmely adott k helyen a k¢doland¢ sz¢ bet�i  lljanak, ¡gy az ellen�rz� bet�kelv laszthat¢k a k¢doland¢ bet�kt�l.



* Hamming-k¢d. Az £gynevezett Hamming-k¢d egy hiba jav¡t s ra alkalmas line -ris k¢d. Csak a bin ris, azaz a k�telem� test feletti spei lis esettel foglalkozunk. Legyen
r ≥ 2 eg�sz sz m, n = 2r − 1, �s k = n − r. K�sz¡ts�nk egy r × n m�ret� m trixot,amelyben az 0 < j ≤ n indexre a j-edik oszlopban a j sz m kettes sz mrendszerbelifel¡r s nak jegyei tal lhat¢ak, vagyis a m trix i-edik sor nak j-edik oszlop ban hi,j  ll(0 ≤ i < r, 0 < j ≤ n), ahol j = ∑r−1

i=0 hi,j2i. (Mivel 1 ≤ j ≤ n < 2r, ez�rt j biztosanfel¡rhat¢ r jeggyel a bin ris sz mrendszerben). Legyen p�ld ul r = 3, akkor n = 7 �s
k = 4, tov bb 





1 0 1 0 1 0 10 1 1 0 0 1 10 0 0 1 1 1 1

 .Mivel r > t ∈ N eset�n 2t kettes sz mrendszerben val¢ fel¡r sa olyan, amelyben a 0-t¢lkezd�d� indexel�s mellett a t-edik �s sak a t-edik jegy 1, az �sszes t�bbi 0, ez�rt a m trix
r darab oszlopa, amelyek a 2t indexhez tartoznak, egy egys�gm trixot adnak (az el�bbip�ld ban az 1., a 2. �s 4.), ¡gy a m trix rangja r, teh t a megfelel� H line ris lek�pez�ssz�rjekt¡v. Legyen C azon n-dimenzi¢s bin ris vektorok halmaza, amelyekre Hc = 0.Az ilyen vektorokban k komponens szabadon v laszthat¢. (Persze nem b rmelyik k,sak azok, amelyekkel a kimaradt komponensekhez tartoz¢ indexek a m trix regul risr�szm trix t hat rozz k meg, p�ld ul a fenti p�ld ban nem j¢ v laszt s az utols¢ n�gykomponens, mert a m trix els� h rom oszlopa line risan �sszef�gg�.) Legyenek ez�rt ak¢doland¢ �zenetek k bitesek, �s egy-egy ilyen �zenetet eg�sz¡ts�nk ki r bittel £gy, hogya kapott n-bites vektor eleme legyen a C halmaznak. Tegy�k fel, hogy egy ilyen n-bites�zenet az  tvitel sor n megs�r�l. Ez azt jelenti, hogy bizonyos bitek az ellenkez�j�krev ltoznak, amit £gy is megkaphatunk, ha ezekhez az eredeti bitekhez 1-et adunk modulo2, vagyis tegy�k fel, hogy c az eredeti n-bites vektor, e = e1 . . . en a hibavektor, �s a v�telhely�re v = c+ e �rkezik. Ha a H m trix j-edik oszlop t hj-vel jel�lj�k, akkor

Hv = H(c+ e) = Hc+He = He = ∑

ej=1hj ,hiszen ei �rt�ke sak 0 �s 1 lehet. Ha pontosan egy hiba l�pett fel, akkor egy �s sak egyindexre, mondjuk s-re lesz ej null t¢l k�l�nb�z�, �s ekkor Hv = hs. De H konstruki¢jak�vetkezt�ben hs �ppen s kettes sz mrendszerbeli fel¡r sa, vagyis Hv pontosan a hibahely�t adja.Legyen p�ld ul az el�bbi 3× 7-es m trixhoz c = 0100101, akkor ellen�rizhet�, hogy
Hc = 0, vagyis c k¢dsz¢, �s tegy�k fel, hogy e = 0000100, vagyis az 5. bit �s sak ez abit az �zenet  tvitele sor n megs�r�l. Ekkor a v�tel hely�n a v = 0100001 bitsorozatotkapjuk, �s s = Hv = 101, ami mint bin ris sz m �ppen 5, a hiba helye. Megv ltoztatvaa vett �zenetben az 5. bitet, a 0100101 bitsorozatot kapjuk, egyez�sben az elk�ld�ttbitsorozattal. Amennyiben e = 0000101, akkor s = 010, �s �jav¡t s" ut n a 0000000bitsorozatot kapjuk, ami nem egyezik az eredeti sorozattal, vagyis rosszul jav¡tottunk. AHamming-k¢d pontosan 1-hibajav¡t¢ k¢d. �rdemes megn�zni, hogy mi a helyzet, ha ahibavektor e = 1110000.



Reed{Solomon-k¢dok. Legyen K egy v�ges test, a test egy nem nulla α elem�nekmultiplikat¡v rendje n �s 0 < k < n. Ekkor az αi, 0 ≤ i < n elemek p ronk�nt k�l�n-b�znek, �s mindegyik gy�ke az xn − 1 ∈ K[x℄ polinomnak, ez�rt megadj k ezen polinom�sszes gy�k�t. �gy xn − 1 = ∏n−1
i=0 (x− αi).Legyen m = n − k �s g = ∏m

i=1 (x− αi). Ez a polinom egy K f�l�tti, m-edfok£f�polinom, �s oszt¢ja az xn−1 polinomnak. A C = {

ag : a ∈ K[x℄, deg(a) < k)} halmaza g (vagy az α)  ltal gener lt Reed{Solomon-k¢d, �s g a k¢d gener torpolinomja. A Celemei n-n�l alasonyabb fok£ polinomok. A ϕ : a 7→ ag lek�pez�s Kk injekt¡v line rislek�pez�se C-re, amib�l az is k�vetkezik, hogy C a Kn egy k-dimenzi¢s altere.Most tekints�k a C egy c elem�t. Ekkor g oszt¢ja c-nek, teh t g minden gy�ke gy�ke
c-nek, vagyis c(αi) = 0, ha 1 ≤ i ≤ m. Ford¡tva, ha u ∈ Kn, �s minden 1 ≤ i ≤ m-re
u(αi) = 0, akkor valamennyi i-re x − αi oszt¢ja u-nak, de akkor ezek legkisebb k�z�st�bbsz�r�se, azaz a szorzatuk, teh t g is oszt¢ja u-nak, vagyis ez esetben u a k¢dhoz tar-tozik. Ez azt jelenti, hogy u ∈ Kn akkor �s sak akkor eleme a k¢dnak, ha g valamennyigy�ke egyben u-nak is gy�ke, vagyis ha minden 1 ≤ i ≤ m-re ∑n−1

j=0 (αi)juj = 0. �gy a
hi,j = αij , 1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j < n m trix egy ellen�rz� m trix, a hozz  tartoz¢ H line rislek�pez�sreHu = 0 akkor �s sak akkor, ha u ∈ C. Legyen 0 ≤ j1 < . . . jm < n, �s n�zz�ka m trix jl index� oszlopait. Ezek a m trix egy m-edrend� kvadratikus r�szm trix t ad-j k, amelynek l-edik oszlop ban az i-edik elem hi,jl

= (αi)jl = (αjl)i. Most n�zz�k ezenr�szm trix determin ns t. A determin ns l-edik oszlop ban minden elemb�l kiemelhet�
αjl . Mivel a kiemelt elem nem nulla, ez�rt az eredeti determin ns akkor �s sak akkor 0,ha a kiemel�s ut n kapott determin ns �rt�ke 0. A kapott determin ns l-edik oszlop ban
αjl egym s ut n k�vetkez� hatv nyai  llnak, a 0 kitev�s hatv nnyal kezdve, vagyis ez egy£gynevezett Vandermonde-t¡pus£ determin ns. A m�ret szerinti induki¢val nem neh�zl tni, hogy a determin ns �rt�ke ∏0≤s<t<m

(

αjs − αjt
)

6= 0 (vonjuk ki minden sorb¢laz felette  ll¢ αj1 -szeres�t). Ez viszont azt jelenti, hogy a m trix b rmely m oszlopaline risan f�ggetlen. Ebb�l egyr�szt az k�vetkezik, hogy rangja m = n− k, teh t a k¢degy ellen�rz� m trix t kaptuk, m sr�szt, hogy egy legfeljebb m = n− k s£ly£ e vektorra
He 6= 0, teh t a k¢d t vols ga d = n−k+1, azaz a k¢d maxim lis t vols g£. Ez mutatja,hogy megfelel� k¢ddal egyn�l t�bb hiba is jav¡that¢.A Reed{Solomon-k¢d dek¢dol sa. A Reed{Solomon-k¢d line ris, teh t a hibajav¡that¢ p�ld ul a szindr¢madek¢dol ssal, de mutatunk egy enn�l l�nyegesen praktiku-sabb hibajav¡t st.Legyen adott egy [n, k℄q Reed{Solomon-k¢d, m = n−k, g = ∏m

i=1 (x− αi) a k¢d ge-ner torpolinomja, e a hibavektor, �s L = ∏

ej 6=0(1−αjz) az £gynevezett hibahelypolinom.Ennek ismeret�ben a hib k helye meghat rozhat¢: megkeress�k, hogy mely α−j-k gy�kei
L-nek, �s a j-k megadj k a hib k hely�t. Legyen E = ∑

ej 6=0 αjejLj az £gynevezetthiba�rt�k-polinom, ahol Lj = L/(1− αjz), ha ej 6= 0. Ha m�g ezt is ismerj�k, akkor ahiba jav¡that¢, mert r�gz¡tett j eset�n Li(α−j) akkor �s sak akkor nem nulla, ha i = j,ez�rt
ej = E(α−j)

αjLj(α−j) .



A k�vetkez� t�tel lehet�v� teszi a k�t polinom meghat roz s t.T�tel. Az el�z� pont jel�l�seivel legyen s a szindr¢m hoz tartoz¢ polinom. Tegy�kfel, hogy a hibahelyek sz ma, azaz L foksz ma legfeljebb m/2. V�gezz�nk b�v¡tett euk-lideszi algoritmust az a = zr �s b = s polinomokkal. Az ottani jel�l�sekkel legyen l alegkisebb index, amelyre deg(rk) < m/2, �s legyen rl = axl + byl. Ekkor yl(0) 6= 0 �s
L = yl/yl(0), E = rl/yl(0).* Bizony¡t s. El�sz�r megmutatjuk, hogy xm osztja az E −Ls polinomot. Val¢ban,
E − Ls = ∑

ej 6=0αjejLj − L
m−1
∑

i=0 siz
i = ∑

ej 6=0αjejLj −
m−1
∑

i=0 L(

n−1
∑

j=0 (

αi+1)j
ej

)

zi= ∑

ej 6=0αjejhj −
n−1
∑

j=0 ejL

m−1
∑

i=0 (

αi+1)j
zi = ∑

ej 6=0(αjejLj − αjejL

m−1
∑

i=0 (

αj
)i
zi

)= ∑

ej 6=0(αjejLj − αjejL
1− (αjz)m1− αjz

)= ∑

ej 6=0(αjejLj − αjejLj

(1− αjz
)1− (αjz)m1− αjz

)= zm
∑

ej 6=0αj(m+1)ejLj .Ez azt jelenti, hogy alkalmas f polinommal E = fzm + Ls. �gy zm �s s legnagyobbk�z�s oszt¢ja oszt¢ja E-nek, �s foksz ma legfeljebb annyi, mint E foksz ma, ami kisebb,mint m/2. �gy van olyan marad�k az euklideszi algoritmus alkalmaz sa sor n, amelynekfoksz ma kisebb, mint m/2. Az E = fzm + Ls egyenlet yl-szeres�b�l kivonva az
rl = axl + byl = zmxl + sylegyenlet L-szeres�t, azt kapjuk, hogy(1) Eyl − Lrl = (fyl − Lxl)zm.

>Hamming-korl t. Ha egy q elem�  b�� n hossz£ szavaib¢l  ll¢ C k¢d t-hibajav¡t¢, akkor b rmely k�t k¢dsz¢ra a t�l�k legfeljebb t t vols gra l�v� szavak halmazaidiszjunktak. Mivel egy k¢dsz¢t¢l j t vols gra pontosan (

n
j

)(q − 1)j sz¢ van, azt kapjuk,hogy
♮(C) t

∑

j=0 (

n

j

)(q − 1)j ≤ qn.Ez a Hamming-korl t a k¢dszavak sz m ra. Ha egyenl�s�g teljes�l, akkor a k¢dot t�-k�letesnek nevezz�k. Mivel kev�s t�k�letes k¢d van, a gyakorlatban az al bbi korl tfontosabb.



Singleton-korl t. Ha egy q elem�  b�� n hossz£ szavaib¢l  ll¢ C k¢d t vols ga
d, akkor minden k¢dsz¢b¢l elhagyva d− 1 bet�t (ugyanarr¢l a d− 1 helyr�l) m�g mindigk�l�nb�znek a k¢dszavak, de sak n − d + 1 hossz£ak. Innen a k¢dszavak sz m raazt kapjuk, hogy ♮(C) ≤ qn−d+1, ez a Singleton-korl t. Ha egyenl�s�g  ll, a k¢dotmaxim lis t vols g£ szepar bilis k¢dnak, MDS-k¢dnak nevezz�k. Ekkor ♮(C) = qk, ahol
k = n−d+1. A szepar bilis (elv laszthat¢) k¢d elnevez�st az indokolja, hogy (b rmely)r�gz¡tett d − 1 = n − k helyen  ll¢ bet�ket elhagyva a k¢dszavakb¢l, qk k�l�nb�z�sz¢ marad, ez�rt a k¢dol st v�gezhetj�k £gy, hogy az �zeneteket lek�pezz�k ezekre aszavakra, majd kieg�sz¡tj�k ellen�rz� bet�kkel, ¡gy az ellen�rz� bet�k elv laszthat¢k ak¢dol¢ bet�kt�l.Line ris k¢d. Ahhoz, hogy a k¢dol s �s a dek¢dol s min�l egyszer�bb legyen,a k¢dol shoz olyan rendszereket �lszer� alkalmazni, amelyek rendelkeznek valamilyenbels� strukt£r val. J¢ k¢dok konstru lhat¢ak algebrai rendszerek seg¡ts�g�vel. A gya-korlatban alkalmazott k¢dok jelent�s r�sze line ris k¢d: Ha K v�ges test, akkor a Kelemeib�l alkotott rendezett n-esek a komponensenk�nti �sszead ssal, valamint az n-esminden elem�nek ugyanazzal az elemmel val¢ szorz s val egy K feletti n-dimenzi¢s Knline ris teret alkotnak. Ennek a t�rnek b rmely altere egy line ris k¢d. Ha az alt�r k-dimenzi¢s, a k¢d t vols ga d, �s a test elemeinek sz ma q, akkor az ilyen k¢dot [n, k, d℄qk¢dnak nevezz�k. Ha nem l�nyeges a megad sa, akkor elhagyhat¢ a jel�l�sb�l d, illetve q.Itt a Singleton-korl t k ≤ n−d+1. Line ris k¢dn l mindig feltessz�k, hogy a k¢doland¢�zenetek Kk elemei, azaz a k¢d b�� elemeib�l k�pzett k-asokA parit sbites k¢d  ltal ban nem line ris, de ha p ros sok egyesre eg�sz¡t�nk ki,akkor m r line ris F2 felett.Gener torm trix, ellen�rz� m trix, szindr¢ma. A K v�ges test feletti [n, k℄line ris k¢dn l �lszer� a k¢dol st egy Kk-t C ⊂ Kn-re k�pez� G (k�ls�n�sen egy�r-telm�) line ris lek�pez�snek v lasztani, ahol C a k¢dszavak altere. Ezt a m trix valjellemezhetj�k, ez a k¢dol s gener torm trixa. Egy, a szok sos b zisban vett m trixpontosan akkor gener torm trix, ha az oszlopai b zist alkotnak a k¢dszavak ter�ben. Ahibajav¡t sra haszn lhat¢ egy (tetsz�leges) H : Kn → Kn−k sz�rjekt¡v line ris lek�pe-z�s, amelynek a magja C; egy ilyen lek�pez`�st ellen�rz� lek�pez�snek, m trix t Egy ak¢d egy ellen�rz� m trix nak nevezz�k. Ha v ∈ Kn, akkor a v-hez tartoz¢ szindr¢ma(jellemz�), az s = Hv vektor pontosan akkor nulla, ha v k¢dsz¢. A k�t lek�pez�s sak azk�ti �ssze, hogy G k�ptere H magja: mindkett� a k¢dszavak halmaza. Ez�rt a k¢dszavakhalmaz t b rmelyik lek�pez�s megadja. A hibajav¡t s nem f�gg G-t�l, sak a k¢dszavakhalmaz t¢l. Az ellen�rz� m trix seg¡ts�g�vel is meghat rozhat¢ a k¢d s£lya: az ellen�r-z� m trixnak pontosan akkor van m oszlopa, amelyeknek megfelel� vektorok line risanf�gg�ek, ha van olyan k¢dsz¢, amelynek s£lya legfeljebb m.A k¢dol¢ lek�pez�st �lszer� £gy megv lasztani, hogy a k¢dszavak meghat rozotthelyein az �zenet bet�i  lljanak, mert ekkor a hibajav¡t s ut n nins m s dolgunk, mintaz �ellen�rz�" bet�ket elhagyni. Ilyenkor szisztematikus k¢dol sr¢l besz�l�nk. Line risk¢dol sn l ez el�rhet� p�ld ul £gy, hogy elemi oszlopm�veletek haszn lat val, hasonl¢an,mint a Gauss-elimin i¢n l,  talak¡tjuk a gener torm trixot: az elemi oszlopm�veleteknem v ltoztatj k meg a transzform i¢ �rt�kk�szlet�t. A k¢dszavak bet�it alkalmasan



permut lva, azt is el�rhetj�k, hogy az �zenet bet�i a k¢dsz¢nak az el�re megadott khely�n  lljanak: a permut i¢ nem v ltoztatja meg a linearit st �s a s£lyt.A szindr¢ma felhaszn lhat¢ a hiba jav¡t s ra:Szindr¢madek¢dol s. Az el�z� pont jel�l�seivel, ha s ∈ Kn−k, legyen e(s) a
H−1(s) halmaz egy olyan r�gz¡tett vektora, amelynek s£lya az adott mell�koszt lybanminim lis. Ezeket az e(s) vektorokatmell�koszt ly-vezet�nek fogjuk nevezni. Ha c ∈ Knegy k¢dsz¢, v ∈ Kn a vett sz¢, e = v − c a hiba, �s ha w(e) < d/2, teh t ha a hibajav¡that¢, akkor He(s) = s = Hv = He, ¡gy w(

e(s)) ≤ w(e), ahonnan w(

e − e(s)) < d.De H(

e − e(s)) = 0, ¡gy a k�l�nbs�g k¢dsz¢, teh t e = e(s), ¡gy c = v − e(s), a hibakijav¡tottuk. A szindr¢madek¢dol s t rig�nye sokkal kisebb, mint a t bl zattal val¢dek¢dol s�, mert itt sak a mell�oszt lyvezet�ket kell t rolni, de m�g mindig nagyonnagy lehet.P�lda: Fano-k¢d. A 3.4.  br n l that¢ Fano-s¡k felhaszn lhat¢ hibajav¡t¢ k¢dkonstru l s ra. Megsz mozva a pontokat 1-t¢l 7-ig, a k¢dszavak az egyenesekhez tartoz-nak: olyan bitsorozatok, amelyekben az adott egyenesre illeszked� pontoknak megfelel�bitek egyesek, a t�bbi nulla, illetve ezek egyes komplemensei. K¢dsz¢ m�g a supanulla illetve supa egy bitsorozat. �gy egy [7, 4, 3℄2 line ris k¢dot kapunk, a k¢dszavak:1110000, 1001100, 0101010, 0011001, 1000011, 0100101, 0100110, 0000000, 0001111,0110011, 1010101, 1100110, 0111100, 1011010, 1011001, 1111111. Ez a k¢d t�k�letesk¢d, de nem MDS-k¢d. Egy gener torm trixa (a szok sos b zisban) p�ld ul a
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m trix, amib�l oszlopm�veletekkel (az els� oszlopot hozz adva minden tov bbihoz, majda kapott m sodik oszlopot hozz adva az els�h�z �s a harmadikhoz, ezut n a kapott har-madik oszlopot hozz adva a m sodikhoz, v�g�l a negyedik oszlopot hozz adva a m so-dikhoz �s a harmadikhoz) a
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gener torm trixot kapjuk, amely szisztematikus k¢dot ad, a k¢doland¢ sz¢ a k¢dsz¢elej�re ker�l. Jel�lje b1, b2, b3 �s b4 ezen m trix oszlopainak megfelel� vektorait F72-nek, e1, e2, . . . , e7 illetve f1, f2, f3 az F72 illetve F32 szok sos b zis t. A H lek�pez�st



de�ni ljuk azzal, hogy a b1, b2, b3, b4, e5, e6, e7 b zis els� n�gy vektor t null ba, az utols¢h rmat pedig rendre f1, f2, f3-ba viszi. Mivel e1 = b1 − e6 − e7, e2 = b2 − e5 − e7,
e3 = b3 − e5 − e6 �s e4 = b4 − e5 − e6 − e7, a szok sos b zisban a
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ellen�rz� m trixot kapjuk. A 000, 100, 010, 001, 110, 101, 011, 111 szindr¢m khoztartoz¢ mell�koszt lyvezet�k rendre 0000000, 0000100, 0000010, 0000001, 0010000,0100000, 1000000, 0001000. Legyen p�ld ul a k¢d c = 0100101, akkor ellen�rizhet�,hogy Hc = 0, vagyis c k¢dsz¢. Ha a hibavektor e = 0000100, vagyis az 5. bit �s sak eza bit az �zenet  tvitele sor n megs�r�l, akkor a v�tel hely�n a v = 0100001 bitsorozatotkapjuk, �s s = Hv = 100, amihez az e hibavektor tartozik. Megv ltoztatva a vett �ze-netben az 5. bitet, a 0100101 bitsorozatot kapjuk, egyez�sben az elk�ld�tt bitsorozattal.Amennyiben k�t hiba van, p�ld ul e = 0000101, akkor s = 101, �s �jav¡t s" ut n a0110001 bitsorozatot kapjuk, ami nem egyezik az eredeti sorozattal, vagyis rosszul jav¡-tottunk. A Fano-k¢d pontosan 1-hibajav¡t¢ k¢d. Ha a hibavektor e = 1110000, akkor�szre sem vessz�k a hib t.* P�lda: Reed{M�ller-k¢dok. Ft2 pontjait sz mozzuk meg 1-t�l 2t-ig, �s legyen0 < r < t r�gz¡tett. A k¢dszavakat £gy kapjuk, hogy minden egyes r-dimenzi¢s aÆnsokas ghoz hozz rendel�nk egy nulla-egy sorozatot: az adott aÆn sokas gra illeszked�pontoknak megfelel� helyre egyest, a t�bbi helyre null t ¡runk, valamint tekintj�k m�g asupa nulla �s a supa egyes bitsorozat. Ez egy bin ris [n, k, d℄2 k¢d, ahol n = 2t, d = 2r,�s k = ∑r
j=0 (

t
j

). A t = 5, r = 4 param�terekkel ad¢d¢ [32, 6, 16℄2 k¢dot haszn lt ka Mariner 9 Mars-szonda k�peinek F�ldre k�ld�s�re: egy pixel 64 lehets�ges  rnyalatottartalmazott.* Hamming-k¢d. Az £gynevezett Hamming-k¢d egyetlen hiba jav¡t s ra alkalmasline ris k¢d. Legyen m > 1. Az ellen�rz� m trix oszlopai (a szok sos b zisban) azok az
Fm

q vektorok, amelyeknek az els� nem nulla komponense 1. A m trix oszloprangja nyilv n
m, ¡gy a megfelel� line ris lek�pez�s k�ptere Fm

q . Az oszlopok sz ma n = 1+q+q2+ · · ·+
qm−1 = (qm − 1)/(q − 1), �s a k¢dszavak k = n −m dimenzi¢s alteret alkotnak. Mivelaz ellen�rz� m trix b rmely k�t oszlopa line risan f�ggetlen, a k¢d t vols ga legal bb 3.T�bb nem lehet, mivel a k¢d t�k�letes 1-hibajav¡t¢: qk

(1+n(q− 1)) = qk(1+ qm− 1) =
qm + k = qn. A hibajav¡t s a szindr¢ma seg¡ts�g�vel k�nnyen elv�gezhet�: ha sak egyhiba van, akkor az e hibavektornak egyetlen nem nulla koordin t ja van, legyen ez α. Az
s = He szindr¢ma aH m trixa valamelyik oszlop nak az α-szorosa. Mivel minden oszloplegels� nem nulla eleme 1, a szindr¢ma legels� nem nulla eleme α. Ennek ismeret�ben, aszindr¢m t osztva α-val, megkereshet�, hogy melyik oszlopot kapjuk; ez a koordin t javolt hib s az �zenetnek.* Feladat [7℄. K�sz¡ts�nk egy olyan Hamming-k¢dot a h romelem� test felett, amely-nek hossza 13, dimenzi¢ja pedig 10. Mutassuk meg ennek seg¡ts�g�vel, hogy a TOT�-nelegend� 311 = 59049 has bot megj tszani, hogy biztosan legyen legal bb 12 tal latunk.



Polinomk¢dok. Line ris k¢dn l a szavak k hossz£ k¢doland¢ szavak tekinthet�k Fqfeletti k-n l alasonyabb fok£ polinomnak is, a bet�ket null t¢l indexelve. Ha a k¢dol st£gy v�gezz�k, hogy ezt a p polinomot beszorozzuk egy r�gz¡tett m-ed fok£ g polinommal(m ∈ N+), akkor line ris k¢dot �s k¢dol st kapunk, n = m+k hossz£ k¢dszavakkal, mivela p 7→ pg lek�pez�s k�ls�n�sen egy�rtelm�. Az ilyen t¡pus£ line ris k¢dol s polinomk¢-dol snak nevezz�k, g a k¢d gener torpolinomja. A gener torpolinomr¢l feltehetj�k (�sa tov bbiakban fel is tessz�k), hogy f�polinom, hiszen osztva a f�egy�tthat¢val, a k¢d-szavak halmaza nem v ltozik. A gener torpolinomot nem �lszer� £gy v lasztani, hogykonstans tagja nulla legyen, hiszen ekkor minden k¢dpolinom konstans tagja is nulla, ¡gya k¢dszavak nulla index� bet�je nem hordoz inform i¢t. A tov bbiakban ez�rt mindigfeltessz�k, hogy a gener torpolinom konstans tagja nem nulla. Mivel a gener torpolinomis k¢dsz¢, a k¢d s£lya nem lehet nagyobb, mint a gener torpolinom s£lya, �s mivel a k(�s ¡gy n) n�vel�s�vel a k¢dszavak halmaza b�v�l, a k¢d s£lya sak s�kkenhet. A 8.3.57.t�tel szerint el�g nagy j-re g(x)|xqj − x, ¡gy g(x)|xqj−1 − 1, azaz n ≥ qj eset�n a k¢ds£lya m r sak kett�. Egy�bk�nt ha g(x)|xℓ − 1, akkor n = ℓ eset�n a k¢d iklikus k¢d:ha a0a1 . . . an−2an−1 egy k¢dsz¢, akkor an−1a0a1 . . . an−2 is k¢dsz¢:
an−1 + a0x+ a1x2 + · · ·an−2xn−1= x(a0 + a1x+ · · ·+ an−2xn−2 + an−1xn−1)− an−1(xn − 1),¡gy oszthat¢ g(x)-el.Polinomk¢dol s eset�n k�nnyen k�sz¡thet�nk szisztematikus k¢dot is: ha p az �ze-netpolinom, akkor p(x)xm-et marad�kosan osztva g(x)-el p(x)xm = q(x)g(x) + r(x); ak¢dsz¢ legyen p(x)xm − r(x): a v�g�n a az eredeti �zenet bet�i  llnak. Mivel az xm-velval¢ szorz s �s a marad�kk�pz�s line ris, ez line ris k¢dol s. Az �zenet ellen�rz�se isegyszer�: megn�zz�k, hogy oszthat¢-e g(x)-szel.CRC-k¢dok. Egyszer�, sak hibajelz�s szolg l¢ F2 feletti polinomk¢dok az £gy-nevezett CRC, vagyis Cyli Redundany Chek, �iklikus ellen�rz�s" k¢dok. A k¢dol sa fent le¡rt. Megjegyezz�k, hogy F2 felett (s�t, minden Fq felett, ahol q kett�hatv ny)

r(x) = −r(x). N�h ny gyakran haszn lt CRC-gener torpolinom:N�v Gener torpolinom T vol- Maxim liss g k¢dhosszCRC-1 (parit sbit) x+ 1 2 −CRC-5-USB x5 + x2 + 1 3 25 − 1CRC-8 x8 + x2 + x+ 1 4 27 − 1CRC-16-IBM x16 + x15 + x2 + 1 4 215 − 1CRC-16-CCITT x16 + x12 + x5 + 1 4 32767CRC-32 (Ethernet, x32 + x26 + x23 + x22 + x16 + x12 + x11FDDI, gzip, PNG) +x10 + x8 + x7 + x5 + x4 + x2 + x+ 1 3 232 − 1CRC-64-ISO x64 + x4 + x3 + x+ 1 3 264− 1* A CRC-k¢dok hibajelz� k�pess�ge. A parit sbites ellen�rz�ssel m r foglalkoz-tunk. A t�bbi CRC-polinom a fenti t bl ban mind vagy irreduibilis, vagy x+1 = x−1-szeresei egy irreduibilis polinomnak. A k¢d s£lya legal bb 2, mert x-hatv ny nem



lehet a k¢dpolinomok k�z�tt. A k¢d s£lya mindaddig nagyobb, mint kett�, ameddigmeg nem jelenik a k¢dpolinomok k�z�tt egy xj+l + xj = xj(xℓ − 1) alak£ polinom.Mivel a konstans tag nem nulla, ez sak akkor lehet, ha g(x)|xℓ − 1. Ekkor viszont
xiℓ−1 = (xℓ−1)(x(i−1)ℓ +x(i−2)ℓ + · · ·+1) is, �s ¡gy xiℓ+j −xj is t�bbsz�r�se g-nek. Ha
g egy m-ed fok£ (m > 1) irreduibilis polinom, akkor a 8.3.57. t�tel szerint g(x)|x2m −x-nek, azaz g(x)|x2m−1 − 1. Legyen ℓ a legkisebb olyan �rt�k, amelyre g(x)|xℓ − 1. Mivel2m − 1 = iℓ+ j eset�n xj − 1 = x2m−1 − 1− (xiℓ+j − xj) is oszthat¢ g(x)-szel, ℓ|2m − 1.Ellen�rizve a lehets�ges �rt�keket sz m¡t¢g�ppel, ℓ meghat rozhat¢. Ha a k¢dhossz nemnagyobb, mint ℓ, a k¢d s£lya legal bb 3. Ha a CRC-polinom x − 1-szer egy m-ed fok£
g(x) irreduibilis polinom, akkor minden k¢dsz¢ is x−1 t�bbsz�r�se, ¡gy sak p ros leheta s£lya. a A fenti gondolatmenet itt is �rv�nyes, a legkisebb ℓ kitev�re, amelyre xℓ − 1t�bbsz�r�se a k¢dpolinomnak, ℓ|2m − 1, aminek alapj n ℓ meghat rozhat¢. Itt a k¢ds£lya legal bb n�gy, hiszen nagyobb, mint 2, �s p ros. Megjegyezz�k, hogya k¢d s£lyanem lehet t£l nagy, ha n nagy. P�ld ul 32 bites CRC-polinomn l, ha n = 84, akkor ak¢d nem lehet 7-hibajav¡t¢, mert (847 )

> 232, teh t a Hamming-egyenl�tlens�g nem tel-jes�lne, ¡gy t vols ga kisebb, mint 15; ha n = 124, akkor a k¢d nem lehet 6-hibajav¡t¢,mert (1246 )

> 232, teh t a Hamming-egyenl�tlens�g nem teljes�lne, ¡gy t vols ga kisebb,mint 15; stb.V�g�l megjegyezz�k, hogy minden CRC-k¢d jelez minden olyan hib t, amelyn�l ahib s bitek egyetlen olyan intervallumba, �hibasom¢ba" esnek, amelynek hossza legfel-jebb a CRC-polinom foka: ekkor ugyanis a hibapolinom e(x)xj alak£, ahol e(x) fokakisebb, mint a CRC-polinom foka, ¡gy nem lehet oszthat¢ az ut¢bbival.* Golay-k¢dok. A [23, 12, 7℄2 Golay-k¢dot az x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1polinom gener lja �s t�k�letes k¢d. Ezzel a k¢ddal v�dik a m�holdas m�sorsz¢r s szol-g ltat sazonos¡t s t. A [24, 12, 8℄2 Golay-k¢dot ebb�l £gy kapjuk, hogy minden k¢dsz¢tkieg�sz¡t�nk p ros parit s£ra. Ezt a k¢dot haszn lt k a Voyager �rszond k sz¡nes k�pektov bb¡t s ra. A [11, 6, 5℄3 Golay-k¢dot az x5 + x4 + 2x3 + x2 + 2 polinom gener lja �st�k�letes k¢d. A [12, 6, 6℄3 Golay-k¢dot £gy kapjuk, hogy minden k¢dsz¢t kieg�sz¡t�nk£gy, hogy a jegyek �sszege modulo h rom nulla legyen. A k¢dok szoros kapsolatban llnak egyszer� soportokkal: p�ld ul S23 illetve S24 azon permut i¢i, amelyek a meg-felel� bin ris k¢dot �nmag ba viszik, egy 10200960, illetve 244823040 elem� egyszer�soportot alkotnak.Vandermonde-determin ns. Ha x1, x2, . . . , xm egy K test elemei, akkor az
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m trix determin nsa
∏1≤i<j≤m

(xj − xi).



Bizony¡t s. Azm szerinti teljes induki¢val: vonjuk ki a m sodikt¢l kezdve mindensorb¢l a felette  ll¢ x1-szeres�t. �Reed{Solomon-k¢dok. Legyen most K egy tetsz�leges v�ges test, alkoss k az b��t ennek elemei, a K elemsz m t jelo"lje q. Legyen a K egy nem nulla α elem�nekmultiplikat¡v rendje n. Ekkor az αi, 0 ≤ i < n elemek p ronk�nt k�l�nb�znek, �smindegyik gy�ke a zn−1 ∈ K[z℄ polinomnak, ez�rt megadj k ezen polinom �sszes gy�k�t.�gy zn − 1 = ∏n−1
i=0 (z − αi).Legyen 0 < k < n, m = n − k �s g = ∏m

i=1 (z − αi). Ez a polinom egy K f�l�tti,
m-edfok£ f�polinom, �s nyilv n oszt¢ja a zn−1 polinomnak. A g mint gener torpolinom ltal megadott [n, k℄q polinomk¢d a g (vagy az α)  ltal gener lt Reed{Solomon-k¢d.Most tekints�k a k¢dpolinomok C halmaz nak egy c elem�t. Mivel g oszt¢ja c-nek,
g minden gy�ke gy�ke c-nek is, vagyis c(αi) = 0, ha 1 ≤ i ≤ m. Ford¡tva, ha u ∈ Kn, �sminden 1 ≤ i ≤ m-re u(αi) = 0, akkor valamennyi i-re z − αi oszt¢ja u-nak, de akkorezek legkisebb k�z�s t�bbsz�r�se, azaz a szorzatuk, teh t g is oszt¢ja u-nak, vagyis ezesetben u a k¢dhoz tartozik. Ez azt jelenti, hogy u ∈ Kn akkor �s sak akkor eleme ak¢dnak, ha g valamennyi gy�ke egyben u-nak is gy�ke, vagyis ha minden 1 ≤ i ≤ m-re
∑n−1

j=0 (αi)juj = 0. �gy a hi,j = αij (1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j < n) m trix egy ellen�rz�m trix: a hozz  tartoz¢ H line ris lek�pez�sre Hu = 0 akkor �s sak akkor, ha u ∈ C. Ak¢d s£ly nak meghat roz s hoz megmutatjuk, hogy H m trix nak b rmely m oszlopaline risan f�ggetlen. Legyen 0 ≤ j1 < . . . jm < n, �s n�zz�k a m trix jl index� oszlopait.Ezek a m trix egy m-edrend� kvadratikus r�szm trix t adj k, amelynek l-edik oszlop -ban az i-edik elem hi,jl
= (αi)jl = (αjl)i. Most n�zz�k ezen r�szm trix determin ns t.A determin ns l-edik oszlop ban minden elemb�l kiemelhet� αjl . Mivel a kiemelt elemnem nulla, ez�rt az eredeti determin ns akkor �s sak akkor 0, ha a kiemel�s ut n ka-pott determin ns �rt�ke 0. A kapott determin ns l-edik oszlop ban αjl egym s ut nk�vetkez� hatv nyai  llnak, a 0 kitev�s hatv nnyal kezdve, vagyis ez egy Vandermonde-determin ns. �gy az el�z�  ll¡t s szerint a determin ns �rt�ke ∏0≤s<t<m

(

αjs − αjt
)

6= 0,ami azt jelenti, hogy a m trix b rmely m oszlopa line risan f�ggetlen. Ebb�l a k¢d dt vols ga nagyobb, mint m, �s ¡gy (mivel nagyobb nem lehet) d = n− k + 1, azaz a k¢dMDS-k¢d, teh t el�g nagy m eset�n to"bb hiba is jav¡that¢.A Reed{Solomon-k¢d dek¢dol sa. A Reed{Solomon-k¢d line ris, teh t a hibajav¡that¢ p�ld ul a szindr¢madek¢dol ssal, de mutatunk egy enn�l l�nyegesen praktiku-sabb hibajav¡t st.Legyen adott egy [n, k, d℄q Reed{Solomon-k¢d, m = n− k, d = n− k + 1 = m+ 1,
g = ∏m

i=1 (z − αi) a k¢d gener torpolinomja, e a hibavektor, �s L(z) = ∏

{j:ej 6=0}(1−αjz)az £gynevezett hibahelypolinom. Ennek ismeret�ben a hib k helye meghat rozhat¢:megkeress�k, hogy mely α−j-k gy�kei L(z)-nek, �s ezen j-k megadj k a hib k hely�t.Legyen E(z) = ∑

{j:ej 6=0} αjejLj(z) az £gynevezett hiba�rt�k-polinom, ahol Lj(z) =
L(z)/(1 − αjz), ha ej 6= 0. Ha m�g E(z)-t is ismerj�k, akkor a hiba jav¡that¢, mertr�gz¡tett j eset�n Li(α−j) akkor �s sak akkor nem nulla, ha i = j, ez�rt E(α−j) =



αjejLj(α−j), ¡gy
ej = E(α−j)

αjLj(α−j) .A k�vetkez� t�tel lehet�v� teszi a k�t polinom gyors �s igen kis t rig�ny� kisz m¡t s ta szindr¢ma seg¡ts�g�vel.T�tel. Legyen s(z) a szindr¢m hoz tartoz¢ polinom. Az el�z� pont jel�l�seiveltegy�k fel, hogy a hibahelyek sz ma, azaz L(z) foksz ma legfeljebb m/2 (ami azzalekvivalens, hogy kisebb, mint d/2, azaz hibajav¡t s egy ltal n v�gezhet�). Alkalmazzuka b�v¡tett euklideszi algoritmust az a(z) = zm �s b(z) = s(z) polinomokra. Az ottanijel�l�sekkel legyen l a legkisebb index, amelyre deg(rl) < m/2, �s legyen rl = axl + byl.Ekkor yl(0) 6= 0 �s L(z) = yl(z)/yl(0), E(z) = rl(z)/yl(0).* Bizony¡t s. El�sz�r megmutatjuk, hogy zm osztja az E(z) − L(z)s(z) polinomot,ahol s(z) = s0 + s1z + · · ·+ sm−1zm−1 a szindr¢m hoz tartoz¢ polinom. Val¢ban,
E(z)− L(z)s(z) = ∑

{j:ej 6=0}αjejLj(z)− L(z)m−1
∑

i=0 siz
i= ∑

{j:ej 6=0}αjejLj(z)− m−1
∑

i=0 L(z)(n−1
∑

j=0 (

αi+1)j
ej

)

zi= ∑

{j:ej 6=0}αjejLj(z)− n−1
∑

j=0 ejL(z)m−1
∑

i=0 (

αi+1)j
zi= ∑

{j:ej 6=0}(αjejLj(z)− αjejL(z)m−1
∑

i=0 (

αj
)i
zi

)= ∑

{j:ej 6=0}(αjejLj(z)− αjejL(z)1− (αjz)m1− αjz

)= ∑

{j:ej 6=0}(αjejLj(z)− αjejLj(z)(1− (αjz)m)

)= zm
∑

{j:ej 6=0}αj(m+1)ejLj(z).Ez azt jelenti, hogy alkalmas f(z) polinommal E(z) = f(z0zm + L(z)s(z). �gy zm�s s(z) legnagyobb k�z�s oszt¢ja oszt¢ja E(z)-nek, �s foksz ma legfeljebb annyi, mint
E(z) foksz ma, ami kisebb, mint m/2. �gy van olyan marad�k az euklideszi algoritmusalkalmaz sa sor n, amelynek foksz ma kisebb, mint m/2. Az E(z) = f(z)zm +L(z)s(z)egyenlet yl(z)-szeres�b�l kivonva az

rl(z) = a(z)xl(z) + b(z)yl(z) = zmxl(z) + s(z)yl(z)



egyenlet L(z)-szeres�t, azt kapjuk, hogy(1) E(z)yl(z)− L(z)rl(z) = (

f(z)yl(z)− L(z)xl(z))zm.

• 200/9 :
<konstanssal. Innnen E = crl ugyanazzal a konstanssal. Mivel L f�polinom, kapjuk az
>konstanssal. Innnen E = crl ugyanazzal a konstanssal. Mivel L konstans tagja 1, kapjukaz

• 204/−10 :
<ha f vagy g (vagy mindkett�) v�ges sok indexre nins �rtelmezve. Gyakran pontatlanul
>ha f vagy g (vagy mindkett�) v�ges sok indexre nins �rtelmezve. (Ugyanezt a kapsolatot£gy is szok s jel�lni, hogy g 4 f vagy f < g, illetve hogy f ∈ 
(g), azaz 
(g) az �sszesolyan f f�ggv�nyek halmaza, amelyekhez van olyan C �s N , hogy ha n ≥ N , akkor

C
∣

∣f(n)∣∣ ≥ ∣

∣g(n)∣∣. Az O(g) �s 
(g) halmazok metszet�t �(g) jel�li; f ∈ �(g) helyett aztis szok s ¡rni, hogy f ≍ g.) Gyakran pontatlanul
• 211/9 . . .10 :

<mozd¡tsa a fejeket, �s melyik  llapotba menjen  t. Ha kell, balra l�p egy mez�soportot,majd jobbra visszafel� haladva a megfelel� helyeken ¡r a szalagra, �s megfelel�en moz-
>mozd¡tsa a fejeket, �s melyik  llapotba menjen  t. Jobbra visszafel� haladva a megfelel�helyeken ¡r a szalagra, �s megfelel�en moz-

• 211/12 . . .13 :
<mozog, minden fejnek �megel�legezi", hogy balra fog l�pni, �s balra mozd¡tja el, kiv�ve abal sz�ls� mez�soportban tal lt fejeket. Ha m�gsem balra mozdul a fej, jobbra haladva
>mozog, minden fejnek �megel�legezi", hogy balra fog l�pni, �s balra mozd¡tja el. Ham�gsem balra mozdul a fej, jobbra haladva

• 211/18 :
<legfeljebb m�g egy mez�soportot haladunk balra, majd visszafel� legfeljebb 2n+3 mez�-
>m�g egy mez�soportot haladunk balra, majd visszafel� legfeljebb 2n+ 3 mez�-



• 214/2 :
<lepj�nk rajta balra.
>l�pj�nk rajta balra.

• 214/17 . . .19 :
<

s1: Ha a1 = a2, akkor a m sodik �s harmadik szalagon l�pj�nk balra, a harmadikszalagon l�pj�nk jobbra a bal sz�ls� nem �res mez�re, �s menj�nk a v1  llapotba. Ha
a1 6= a2, akkor 2-n l�pj�nk balra, �s menj�nk a t1  llapotba.

>
s1: Ha a1 = a2, akkor a m sodik szalagon l�pj�nk balra, a harmadik szalagon l�pj�nkjobbra a bal sz�ls� nem �res mez�re, �s menj�nk a v0  llapotba. Ha a1 6= a2, akkor am sodik szalagon l�pj�nk balra, a harmadikon jobbra, �s menj�nk a t1  llapotba.
• 214/−16 . . .− 15 :

<
e0: Ha a3 6=  , akkor ¡rjuk a3-at a m sodik szalagra, �s a m sodik �s harmadik szalagonl�pj�nk balra; egy�bk�nt menj�nk az e1  llapotba.

>
e0: Ha a3 6=  , akkor ¡rjuk a2-t a harmadik szalagra, �s a m sodik �s harmadik szalagonl�pj�nk balra; egy�bk�nt menj�nk az e1  llapotba.
• 214/−12 . . .− 11 :

<
e2: Az els� szalagon l�pj�nk az a2  ltal megadott m¢don, a harmadik szalagon pedigl�pj�nk jobbra, �s menj�nk a v1  llapotba.

>
e2: Az els� szalagon l�pj�nk az a2  ltal megadott m¢don, a m sodik �s harmadik sza-lagon pedig l�pj�nk jobbra, �s menj�nk a v1  llapotba.
• 214/−2 . . .− 1 :

<
v4: Ha a2 6=  , akkor a m sodik szalagon l�pj�nk balra, egy�bk�nt menj�nk a v6  lla-potba.

>
v4: Ha a2 =  , akkor a m sodik szalagon l�pj�nk balra, egy�bk�nt menj�nk a v5  lla-potba.
• 215/2 :

<harmadik szalagon is l�pj�nk balra, �s menj�nk az s  llapotba.
>harmadik szalagon l�pj�nk balra, �s menj�nk az s  llapotba.



• 222/−13 :
<* Markov-automat k. Egy Markov-automata egyPost-g�p. Ez a g�pmodell adatt rol¢k�nt sort (�rst in �rst out vagy FIFO adat-t rat) haszn l. Ez egy, a g�p v�ges, legal bb k�t elem� A  b��j�b�l k�pzett γ ∈ A∗sz¢. A g�p k�pes �rz�kelni, ha γ = ∅, azaz γ az �res sz¢. Ha γ ∈ A+, akkor legyenhead(γ) a γ els� bet�je, tail(γ) pedig a γ marad�k r�sz�b�l  ll¢ sz¢; legyen tail(∅) = ∅.Az A  b��nek itt is van egy kit�ntetett bet�je, amit most ♯ fog jel�lni, a marad�k  b��

A0 = A \ {♯}. Maga a g�p egy v�ges ir ny¡tott ¡mk�zett gr f, amely n�gy k�l�nb�z�t¡pus£ s£sot tartalmaz: van pontosan egy �start" ¡mk�j� s£s, ennek befoka nulla,kifoka egy, innen indul a g�p. Vannak �halt" ¡mk�j� s£sok, ezek kifoka nulla, ha a g�pilyenbe jut, akkor meg ll. A g�p bemenete, illetve kimenete γ �rt�ke a sz m¡t s kezdet�n,illetve v�g�n. A �γ ← γa" ¡mk�j� s£sok �rt�kad s ¡rnak le, egy a kifokuk; ezekn�l a az
A  b�� b rmely konkr�t bet�je lehet. V�g�l a �γ ← tail(γ)" ¡mk�j� vizsg l¢ s£sokkifoka ♮(A)+1, �s a kimen� �lek ¡mk�je ∅, illetve az A  b�� bet�i; ezekb�l a s£sokb¢la g�p a ∅ ¡mk�j� �len megy tov bb, ha a γ �res sz¢ volt, �s a head(γ) ¡mk�j� �lenegy�bk�nt.T�tel: Post-g�p szimul l sa Turing-g�pen. B rmely Post-g�p szimul lhat¢egyszalagos Turing-g�pen ugyanazzal az  b��vel.Bizony¡t s. El�sz�r feltessz�k, hogy a Turing-g�p  b��je A ∪ { }, ahol A a Post-g�p  b��je �s  /∈ A. A Turing-g�p bels�  llapotai alapvet�en a Post-g�p s£sainakfelelnek meg, a szalagra pedig a γ sz¢ van ¡rva. A �γ ← γa" t¡pus£ s£sokn l a Turing-g�p az γ sz¢t¢l jobbra l�v� els�  jelen  ll, ide az a ∈ A bet�t ¡rja, �s ha a k�vetkez�s£s is ilyen t¡pus£, akkor az annak megfelel� b′ bels�  llapotba megy  t. Ha a s£s�γ ← tail(γ)" t¡pus£, akkor a Turing-g�p a γ sz¢ bal sz�ls� bet�j�n  ll, azt  �res jellel¡rja fel�l, az olvasott bet�nek megfelel�en megy tov bb ( olvas sa �res γ sz¢t jelent),�s ha a k�vetkez� s£s is ilyen t¡pus£, akkor az annak megfelel� b′ bels�  llapotba megy t. K�l�nb�z� t¡pus£ s£sok eset�n egy b′< illetve b′> bels�  llapotot iktatunk k�zbe,amelyben a g�p megkeresi az α sz¢ megfelel� v�g�t. A �halt"  llapotba l�p�s el�tt az
α jobb sz�ls� bet�j�re  llunk. Az £j  bet� bevezet�s�t nyilv n elker�lhetj�k bet�p rokhaszn lat val.T�tel: Turing-g�p szimul l sa Post-g�pen. B rmely egyszalagos Turing-g�pszimul lhat¢ Post-g�pen ugyanazzal az  b��vel.Bizony¡t s. El�sz�r feltessz�k, hogy a Post-g�p  b��je A ∪ {♯}, ahol A a Turing-g�p  b��je a  �res jellel �s ♯ /∈ A. A Turing-g�p bels�  llapotainak a Post-g�p bizonyos�α ← tail(α)" t¡pus£ s£sai felelnek meg, �s a Post-g�p a γ ∈ A ∪ {♯} sz¢val dolgozik,amely β♯α alak£, ahol β a Turing g�p feje alatt �s att¢l jobbra  ll¢ bet�kb�l  ll¢ sz¢,
α pedig a fejt�l balra  ll¢ bet�kb�l  ll¢ sz¢, term�szetesen mindkett� az ut na illetveel�tte  ll¢ v�gtelen  -sorozat n�lk�l, a ♯ jel pedig a �t�r�spontot" jelzi.Miut n a Post-g�p �elolvassa a fej alatt  ll¢ bet�t", ha a Turing-g�pnek jobbra kelll�pnie, akkor l tsz¢lag egyszer� dolga van: a szalagra ¡rand¢ bet�t hozz ¡rja γ v�g�hez.



Ha azonban β egyetlen bet�b�l  llt, akkor a k�vetkez� l�p�sben  jelet kellene olvasnia.Ez�rt mindig egyszer �k�rbel�ptetj�k" a γ sz¢t: el�sz�r elolvassuk a k�vetkez� bet�t: haez ♯, akkor el�bb egy ♯, majd egy  , azt n m�g egy ♯ jelet ¡runk γ v�g�re, ha pedig eznem ♯, akkor egy ♯ jelet, majd az olvasott bet�t ¡rjuk γ v�g�re, �s folytatjuk, am¡g v�g�legy ♯ jelet olvasunk �s ¡runk. A �k�rbel�ptet�s" befejez�s�hez egy £jabb ♯ jel olvas s igfolytatjuk az olvas s �s ¡r st, de ezt a ♯ jelet m r nem ¡rjuk ki.Ha az aktu lis bet� elolvas sa ut n a Turing-g�pnek helyben kell maradnia, akkoraz elj r s valamivel egyszer�bb: el�sz�r egy ♯ jelet ¡runk γ v�g�re, majd az ¡rand¢ bet�t,�s �k�rbel�ptetj�k" a γ sz¢t.V�g�l ha az aktu lis bet� elolvas sa ut n a Turing-g�pnek balra kell l�pnie, akkork�t �k�rbel�ptet�st" alkalmazunk: El�sz�r egy ♯ jelet ¡runk γ v�g�re, majd az ¡rand¢bet�t, �s k�rbel�ptet�nk, de az els� ♯ jel el�r�se ut n �k�sleltet�ssel", azaz sak k�t bet�kiolvas sa ut n ¡rjuk vissza az els�t, majd egy £jabb bet� kiolvas sa ut n a m sodikat,stb. Mikor ♯ jelet olvasunk, akkor egy ♯ jelet visz�nk ki, �s sak azt n vissz�k ki azel�z�leg olvasott bet�t, ami eredetileg α utols¢ bet�je volt. Azt az esetet is kezelnitudjuk, amikor α �res volt. �jabb k�rbel�ptet�ssel el� ll¡thatjuk az £j γ′ = β′♯α′ sz¢t,�s a b′ bels�  llapotnak megfelel� s£sba mehet�nk.* Markov-automat k. Egy Markov-automata egy
>

• 225/−6 . . .− 5 :
<egy k�zel¡t�s�nek) de�ni lja, amelyre s(x) = x − x3/6 + x5/120. A λ-kalkulus v zlatosismertet�se magyar nyelven Penrose [67℄ k�nyv�ben tal lhat¢ meg. A λ-kalkulus is ek-
>egy k�zel¡t�s�nek) de�ni lja, amelyre s(x) = x − x3/6 + x5/120. A λ-kalkulus r�szletesismertet�se magyar nyelven Cs�rnyei [8℄ k�nyv�ben tal lhat¢ meg. A λ-kalkulus is ek-

• 225/−1 :
<rendszer is tartalmaz f�ggv�nyabsztraki¢t m�veletk�nt.
>rendszer is tartalmaz f�ggv�nyabsztraki¢t m�veletk�nt.Korl tozott g�pmodellek. Egy v�ges automata l�nyeg�ben egy olyan Turing-g�p,amely m�k�d�se sor n nem l�phet jobbra. Hogy az outputot a szok sos m¢don kapjuk,ink bb azt k�tj�k ki, hogy ha a g�p (b rmelyik szalagj n) jobbra l�p, akkor t�bb� m rnem ¡rhat semmelyik szalagra.Egy m veremt ras g�p l�nyeg�ben egy olyan Turing-g�p k > m szalaggal, amelynekaz input �s output szalagok k¡v�l van m darab szalagja, a vermek, amelyeken jobbra isl�phet, de akkor t�r�lnie kell, amit olvasott, a t�bbi szalagon pedig nem l�phet jobbra.Hogy az outputot a szok sos m¢don kapjuk, itt is ink bb azt k�tj�k ki, hogy ha a g�p(b rmelyik nem verem szalagj n) jobbra l�p, akkor t�bb� m r nem ¡rhat semmelyikszalagra. Nem neh�z bel tni, hogy m > 1 eset�n a g�p szimul lhat Turing-g�pet, m = 1



eset�n azonban megmutathat¢, hogy a g�p �t�bbet tud", mint egy v�ges automata,de �kevesebbet tud", mint egy Turing-g�p. A korl tozott g�pmodellek fontos szerepetj tszanak az informatik ban, m s t rgyakb¢l lesz r¢luk sz¢.
• 233/−14 . . .− 13 :

<(7) A q(n,m) �h nyados" f�ggv�ny rekurz¡v de�n¡i¢ja: q(0,m) = 0 �s q(n+,m) =
q(n,m) + [(n mod m) = m−

].
>(7) A quo(n,m) �h nyados" f�ggv�ny rekurz¡v de�n¡i¢ja: quo(0,m) = 0 �squo(n+,m) = quo(n,m) + [(n mod m) = m−

]

.

• 240/14 :
<[7℄ Cs k ny B.: Algebra. K�zirat. Tank�nyvkiad¢, Budapest, 1980.
>[7℄ Cs k ny B.: Algebra. K�zirat. Tank�nyvkiad¢, Budapest, 1980.[8℄ Cs�rnyei Z.: Lambda-kalkulus. A funkion lis programoz s alapjai. TypoTEX, Bu-dapest, 2007.


