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3.1.3. Tétel. Tekintsiik N x N-en az (m,n) ~ (m/,n’), ham+n’' = m’ +n reldciét
és az (m,n)+ (m',n') = (m+m/,n+n') dsszeaddst. A ~ reldcié ekvivalenciareldcié. Az
ekvivalenciosztalyok halmazat Z-vel fogjuk jel6lni, és elemeit egész szamoknak nevezziik.
Az dsszeadas kompatibilis az ekvivalencidval, igy az egész szamok kozott értelmezve van
az Osszeadds és 7. az Osszeadasra nézve Abel-csoport.

Bizonyitdas. A ~ reldcié nyilvdn ekvivalenciarelacié (az Osszeadds kommutativi-
tasat, asszociativitdsat és a természetes szamok Osszeaddsdnak egyszeriisitési szabalyat
hasznaljuk fel a bizonyitashoz).

Megmutatjuk, hogy a parok dsszeaddsa kompatibilis az ekvivalenciarelaciéval. Mivel
a péarok osszeaddsa kommutativ, elég azt megmutatni, hogy ha (m,n) ~ (m/,n’), akkor
(m,n) + (m”,n") ~ (m/,n') + (m",n"). Az, hogy (m,n) ~ (m/,n’), azt jelenti, hogy
m+n'=m'+n. Ebb8lm+m” +n'+n" =n+n" +m’ +m/, ami viszont azt jelenti,
hogy

(m,n) + (m”,n") = (m+m" ;n+n") ~(m +m" 0 +n") = n)+ @ n").

Mivel a parok dsszeaddsa kommutativ és asszociativ, az ekvivalenciosztalyoké is. A (0, 0)
par osztdlya nullelem, ezt jeloljiik nulldval. Az (m,n) par osztalydnak additiv inverze az
(n,m) par osztélya. Igy Z az 6sszeaddssal Abel-csoport.
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3.1.4. Tétel: N bedgyazasa Z-be. Az el676 tétel jelsléseivel, a ¢ : n +— (n,0
leképezése N-nek Z-be kolcséndsen egyértelmi, dsszeaddstartd, valamint p(n) = nep(1
minden n € N-re. Igy ¢(N)-et azonosithatjuk N-el. Ezzel az azonositassal NU (—N) = Z
és NN (—-N) = {0}.

Bizonyitas. Mivel megdallapodds szerint, ha semmit sem adunk Ossze, az Osszeg a
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nullelem, 0p(1) = (0,0) = ¢(0). Ugyancsak az tsszeg definicija szerint 1o(1) = (1,0) =
©(1). Teljes indukcidval

—_

p(n*) =np(1) + ¢(1) = (n,0) + (1,0) = (n + 1,0) = p(n")

minden n € N-re. Az allitds tobbi része adddik, ha beldtjuk, hogy Z minden eleme, azaz
minden ekvivalenciaosztaly pontosan egyet tartalmaz a (k,0) illetve (0, k) alakt elemek
koziil, ahol k € N. Legyen m,n € N. Ha n > m, akkor van olyan k£ € N, amelyre
n = m + k; ekkor (m,n) ~ (k,0). Hasonléan, ha n < m, akkor van olyan k € N,
hogy n + k = m; ekkor (m,n) ~ (0, k). Masrészt, ha (k,0) ~ (k’,0), akkor k = k’; ha
(0,k) ~ (0,k), akkor is k = k’; végiil ha (k,0) ~ (0,k'), akkor k = k' =0. O

3.1.5. Az egész szamok rendezése. Ha m,n € Z, akkor legyen m < n, ha van
olyan k € N, amelyre m + k = n. Ez persze ugyanazt jelenti, mint hogy n — m € N.
Ugyanigy, mint a természetes szamoknal, adddik, hogy igy egy részbenrendezést kapunk.
Az egész szamok korében —N elemeit az jellemzi, hogy kisebb vagy egyenldek, mint nulla:
ha n € N, akkor (—n) +n = 0, igy —n < 0, és ha m < 0, akkor valamely n € N-
re m+n = 0, azaz m = —n. Innen kovetkezik, hogy —N barmely eleme kisebb vagy
egyenld, mint N barmely eleme. Mivel m < n esetén n — m € N, azt kapjuk, hogy
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(—n) + (n — m) = —m, azaz —N elemei is Osszehasolithatéak. Ezzel beldttuk, hogy Z
rendezett. Megmutatjuk, hogy ha k,m,n € Z és m < n, akkor m + k < n + k; valéban,
(n+k)—(m+k) =n—m € N. Ezt a tulajdonsdgot igy hivjuk, hogy az dsszeadds
monoton.

3.1.6. Az egész szamok szorzasa. Ha m,n € Z, akkor az m,n € N eset-
ben legyen mn a természetes szdmokra definidlt szorzat, ha m,—n € N, akkor legyen
mn = nm = —m(—n), és ha —m, —n € N, akkor legyen mn = (—m)(—n). Esetszét-
valasztassal azonnal adddik, hogy a szorzat pontosan akkor lesz nulla, ha valamelyik
tényezdOje nulla, ezzel a szorzdssal Z kommutativ félcsoport az 1 egységelemmel, valamint
ha k,m,n € Z, akkor k- (m-+n) = k-m+k-n, azaz a szorzds disztributiv az dsszeaddsra
nézve. (Rovidesen beldtjuk az ugynevezett el6jelszabdlyt, amelybdl kovetkezik, hogy a
szorzést nem is definidlhattuk volna masként, ha azt akarjuk, hogy disztributiv legyen
az Osszeaddsra nézve.)

3.1.7. Hatvanyozds egész kitevivel. Ha G egy csoport, g € G, akkor az n — g"
leképezést a g~ = (¢7')", ha n € NT definiciéval kiterjeszthetjiik egy Z-n értelmezett
leképezéssé.

Mint esetszétvalasztdssal nem nehéz belatni, erre a leképezésre g = gMg" és
(g™)™ = ¢™" minden m,n € Z-re, tovibba ha g,h € G felcserélhetd elemek, akkor
(gh)™ = ¢g"h™ minden n € Z-re.

Ha G Abel-csoport additiv frasmdddal, akkor g™ helyett ng-t irunk. Figyelem,
(n,g) — ng, g € G, n € Z nem miivelet, hanem ismételt Osszeaddssal van defini-
alval A fenti Osszefiiggések ezzel a jeloléssel (m + n)g = mg + ng, m(ng) = (mn)g
és n(g + h) = ng + nh minden m,n € Z, g,h € G esetén.

m+n

3.1.8. Gyiiriik. Egy R halmazt egy (+, -) binér miiveletekbdl 4ll6 parral gyiiriinek
neveziink, ha az Osszeadédssal Abel-csoport (a nullelemet 0 fogja jeldlni), a szorzdssal
félcsoport, és teljesiil mindkét oldali disztributivitds, azaz ha z,y, z € R, akkor

z-(y+z)=z-y+xz-z é (y+z2)-z=y-x+z-x.

Ha a szorzas kommutativ, akkor a gytriit kommutativ gytiriinek nevezziik. Ha a szor-
zasnak van egységeleme, akkor a gyliriit egységelemes gyiiriinek nevezziik.

TetszOleges gytiriiben 20 = x(0 + 0) = 0 + 0. Mindkét oldalhoz hozzdadva —z0-
t, kapjuk, hogy 0 = 0. Hasonldéan adédik, hogy 0z = 0. Ervényes az ugynevezett
seléjelszabdly” is: (—xz)y = x(—y) = —zy és (—z)(—y) = zy minden z, y elemre. Péld4ul
xy+(—x)y = (x+(—x))y = Oy = 0, amibél az inverz egyértelmiisége miatt (—z)y = —xy;
a tobbi Osszefiiggés hasonléan addédik. Az is teljesiil, hogy n(xy) = (nz)y = x(ny)
minden z,y gylrlibeli elemre és n € Z-re. (Figyelem, (n,x) — nz nem a gylriibeli
szorzés, hanem ismételt Osszeaddssal van definidlval) Ha n € N, ekkor ez az osszefiiggés
teljes indukcioval addédik, felhaszndlva a disztributivitdst; innen az altalanos esetet az
el6jelszabaly felhasznalasdval kapjuk.

A legegyszerlibb példa a nullgytiri, amely csak egy elemet tartalmaz, ez nyilvan a 0.
Masik trividlis példa egy (additiv) Abel-csoport, amelyben barmely két elem szorzatat
nulldnak értelmezziik; ezeket a gytiriiket zérégyiiriinek nevezziik. Fontosabb példa Z.
Ezek a gyliriik mind kommutativ gytiriik, a nullgyiiri és Z egységelemesek.



