
• 94/8 :
<jel�l�seket.
>jel�l�seket.Az Rn-beli U1(0), B1(0) �s S1(0) g�mb�ket olyan gyakran hasznaljuk, hogyezekre k�l�n jel�l�st vezet�nk be: Un, Bn �s Sn−1.

• 116/−16 :
<ra, a Ti(x) = x �xpont probl�m val. Melyik Ti alkalmas iter i¢ra?
>a Ti(x) = x �xpont probl�m val. Melyik Ti alkalmas iter i¢ra?Feladat [9℄. Tekints�k az F (x1, x2) = (x21 + x22 − 1, 2x1 + x2 − 1) f�ggv�ny.Legyen
T1(x1, x2) = ((1− x2)/2,√1− x21), T2(x1, x2) = ((1− x2)/2,√1− x21).Mutassuk meg, hogy a (−0,9, 0,9) pontb¢l ind¡tva T1 az F (x) = 0 egyenlet egyik, a(0,9, 0,9) pontb¢l ind¡tva T2 a m sik megold s hoz konverg l. Magyar zzuk meg akonvergeni k sebess�ge k�z�tti k�l�nbs�get.

• 116/−1 :
<a legkisebb Lipshitz-konstans?
>a legkisebb Lipshitz-konstans?* Fixpont tulajdons g. Az X metrikus teret �xpont tulajdons g£nak nevez-z�k, ha X b rmely �nmag ba val¢ folytonos lek�pez�s�nek van �xpontja. A �xpont-tulajdons g nyilv n topol¢giai tulajdons g.* Retraktum. Egy X metrikus t�r egy Y r�szhalmaz ra azt mondjuk, hogyaz X retraktuma, ha van olyan folytonos lek�pez�se X-nek Y -ra, amely Y -on azidentit s. Az hogy Y retraktuma X-nek, nyilv n topol¢giai tulajdons g. P�ld ulegy Hilbert-t�r b rmely nem �res z rt konvex r�szhalmaza b rmely n la b�vebbhalmaznak retraktuma: a retraki¢t £gy kapjuk, hogy minden ponthoz a hozz legk�zelebbi Y -beli pontot rendelj�k.* T�tel. Ha az X metrikus t�r �xpont tulajdons g£ �s Y retraktuma X-nek,akkor Y is �xpont-tulajdons g£.Bizony¡t s. Legyen r : X → Y egy retraki¢. Ha T folyonos lek�pez�se

Y -nak �nmag ba, akkor T ◦ r folytonos lek�pez�se X-nek Y -ba. Mivel X �xponttulajdons g£, �s Y ⊂ X , van x �xpont, amelyre T (r(x)) = x. Nyilv n x ∈ Y , �s ¡gy
r(x) = x, amib�l T (x) = x. Typeset by AMS-TEX



* �sszeh£zhat¢s g. Az X metrikus teret (az X egy x0 pontj ra) �sszeh£z-hat¢nak nevezz�k, ha van olyan f : X × [0, 1℄ → X folytonos f�ggv�ny, amelyre
f(x, 0) = x �s f(x, 1) = x0 minden x ∈ X-re. Az �sszeh£zhat¢s g nyilv n topol¢giaitulajdons g.* T�tel. Ha n ∈ N, akkor Sn nem �sszeh£zhat¢.Bizony¡t s. Azt az elemi geometriai t�nyt fogjuk felhaszn lni, hogy . . .* T�tel. Ha n ∈ N+, akkor Sn−1 nem retraktuma Bn-nek.Bizony¡t s. Vegy�k �szre, hogy ha X �sszeh£zhat¢, akkor X b rmely Y ret-raktuma is �sszeh£zhat¢: val¢ban, ha r a retraki¢ja X-nek Y -ra, �s f �sszeh£zza
X-et x0-ra, akkor r ◦ f �sszeh£zza Y -t r(x0)-ra. Mivel Bn nyilv n �sszeh£zhat¢,
Sn−1 pedig nem, Sn−1 nem lehet Bn retraktuma.* Brouwer-f�le �xpontt�tel. Az Rn b rmely nem �res X kompakt konvexr�szhalmaza �xpont tulajdons g£.Bizony¡t s. El�sz�r Bn-re bizony¡tjuk be az  ll¡t st. Ha l�tezne olyan T :
Bn → Bn lek�pez�s, amelynek nins �xpontja, akkor tudn nk konstru lni Bn-nek egyretraki¢j t Sn−1-re: minden x ∈ Bn-re hosszabb¡tsuk meg a T (x)-b�l x-be vezet�szakaszt am¡g metszi Sn−1-et. Jel�lj�k ezt a pontot r(x)-el. Az r egy retraki¢ja
Bn-nek Sn−1-re.Ha most R el�g nagy, akkor az R sugar£, orig¢ k�z�ppont£ g�mb tartalmazza
X-et. Mivel X retraktuma R · Bn-nek, X is �xpont tulajdons g£.* Megjegyz�s. A Brouwer-f�le �xpontt�telnek sz mos alkalmaz sa van: egyr�sztm s �xpontt�telek bizony¡that¢k bel�le, m sr�szt olyan egyenl�tlens�gek, amelyek-nek fontos j t�kelm�leti (p�ld ul a Nash-f�le egyens£lypont l�tez�se, Neumann mi-nimax t�tele) �s k�zgazdas gi alkalmaz saik vannak (a matematikai k�zgazdas gtanf� t�tele), de az is bel that¢ seg¡ts�g�vel, hogy Rm �s Rn nem homeomorfak, ha
m 6= n. L sd [145℄, 77. fejezet.
• 117/3 :

<old s ra. Az al bbiakban v zoljuk az alapgondolatot. A k�l�nb�z� �xpont-
>olhat¢s g nak bizony¡t s ra, �s els�sorban a Banah-f�le �xpontt�tel az egyenletekmegold s ra is. Az al bbiakban v zoljuk az alapgondolatot. A k�l�nb�z� �xpont-

• 117/14 :
<ra, akkor a m¢dos¡tott Newton-m¢dszert kapjuk. Ha el�bb az x = x azonos-
>ra, akkor a m¢dos¡tott Newton-m¢dszert kapjuk. Ha G az x-t�l is f�gg, G(x)(y) =

F ′(x)−1(y), akkor a Newton-m¢dszert kapjuk. Ha el�bb az x = x azonos-



• 117/−6 :
<k�zel¡t�sekb�l a � = �1 di�ereniaoper torral�xn ≈ cqn(q − 1), �2xn ≈ cqn(q − 1)2,¡gy (�xn)2/�2xn ≈ cqn, amib�l

x ≈ xn − (�xn)2�2xn ,

>k�zel¡t�sekb�l a � = �1 di�ereniaoper torral�xn ≈ cqn(q − 1), �xn+1 ≈ cqn+1(q − 1), �2xn ≈ cqn(q − 1)2,¡gy �xn+1/�xn ≈ q, tov bb  (�xn)2/�2xn ≈ cqn, amib�l
x ≈ xn − (�xn)2�2xn ,

• 151/−19 :
<Bizony¡t s. Legyen f(αx) = α‖x‖, ha α ∈ K, �s alkalmazzuk a t�telt.* M sodik konjug lt t�r. B rmely X norm lt t�rreX∗ Banah-t�r. K�pezhet-j�k a tov bbi konjug lt tereket is: X∗∗ = (X∗)∗, X∗∗∗ = (X∗∗)∗, stb. Az X �s X∗∗k�z�tt fontos kapsolat van: ha x ∈ X r�gz¡tett, legyen Fx(f) = f(x), ha f ∈ X∗.A de�n¡i¢b¢l azonnal ad¢dik, hogy Fx line ris funkion l X∗-on. Fx korl tos is,mert ∣∣Fx(f)∣∣ = ∣

∣f(x)∣∣ ≤ ‖f‖‖x‖, amib�l k�vetkezik, hogy ‖Fx‖ ≤ ‖x‖. Tov bb a Hahn{Banah-t�tel k�vetkezm�nye miatt van olyan f ∈ X∗, amelyre ‖f‖ = 1, �s
f(x) = ‖x‖. Erre az f -re ∣∣Fx(f)∣∣ = ‖x‖, ¡gy ‖F‖ = ‖x‖. �gy az x 7→ Fx lek�pez�se
X-nek X∗∗-ba normatart¢, teh t izometria. Ezt a lek�pez�st az X norm lt t�r X∗∗-ba val¢ term�szetes lek�pez�s�nek nevezz�k. A de�n¡i¢ alapj n azonnal k�vetkezik,hogy a term�szetes lek�pez�s line ris. Ha a term�szetes lek�pez�s X∗∗-ra k�pez,akkor X-et reex¡vnek nevezz�k. Term�szetesen ekkor X Banah-t�r kell legyen.* Gyenge konvergenia: Ha X tetsz�leges halmaz, Y metrikus t�r, (vagy  l-tal nosabban, ha topologikus t�r), az Y X f�ggv�nyt�rben �s ennek altereiben �r-telmezve van a f�ggv�nysorozatok pontonk�nti konvergeni ja. (Ez a konvergeniasz rmazik a szorzattopol¢gi b¢l.) Ha Y = K �s X norm lt t�r K felett ( ltal -nosabban, ha topologikus vektort�r), akkor a folytonos line ris funkion lok ter�nezt a konvergeni t gyenge* konvergeni nak (egyes szerz�k gyenge konvergeni -nak) szokt k nevezni, a topol¢gi t, amib�l sz rmazik, pedig gyenge* topol¢gi nak.Jelent�s�g�t az adja, hogy egy X norm lt t�r X∗ konjug lt ter�nek egys�gg�mbj�tebben a topol¢gi ban tekintve az kompakt, �s ha X szepar bilis volt, akkor metriz l-hat¢ is. Ezt a konvergeni t haszn lva a norm b¢l sz rmaz¢ konvergenia helyett,elker�lhet� azoknak a neh�zs�geknek egy r�sze, amelyek a vari i¢sz m¡t sban �sa pari lis di�ereni legyenletekn�l az egys�gg�mb kompakts g nak hi nya okoz.Ez�rt vezette be Hilbert ezt a konvergeni t.



Ha X Hilbert-t�r, akkor a Riesz-f�le reprezent i¢s t�tel alapj n X∗ elemeit Xelemeivel azonos¡thatjuk, �s ¡gy a gyenge* topol¢gi t  tm solhatjuk X-re. Ǒltal -nosabban, ha X norm lt t�r, a k�vetkez�k�ppen j rhatunk el. Minden x ∈ X-hezhozz rendel�nk egy Fx ∈ X∗∗ line ris funkion lt az Fx(f) = f(x), ha f ∈ X∗�sszef�gg�ssel. A Hahn{Banah-t�tel k�vetkezm�nye szerint az x 7→ Fx lek�pez�sline ris izometrikus be gyaz sa X-nek X∗∗-ba. �gy X minden eleme egy X∗-on�rtelmezett funkion lnak tekinthet�, �s X∗∗ elemeinek pontonk�nti konvergeni ja(�s a topol¢gia, amib�l sz rmazik)  tm solhat¢ X-re. Ezt a konvergeni t gyengekonvergeni nak, a topol¢gi t, amib�l sz rmazik, gyenge topol¢gi nak szok s ne-vezni. Ha az x 7→ Fx lek�pez�s az X∗∗-ra k�pez le, akkor X-et reex¡vnek nevezz�k,�s X-et X∗∗-gal azonos¡thatjuk. Reex¡v terek eset�n (spei lisan Hilbert-terekn�l)a gyenge �s gyenge* topol¢gia megegyezik.A gyenge �s gyenge* topol¢gi k vizsg lat val a topologikus vektorterek elm�letefoglalkozik. A legegyszer�bb t�nyeket illet�en l sd Losonzi [82℄ jegyzet�t. R�szle-tes hivatkoz sok tal lhat¢k Zeidler [145℄ k�nyv�ben. Megjegyezz�k, hogy a line risoper torok ter�ben is fontos a pontonk�nti konvergenia, amelyet n�ha er�s konver-geni nak szok s nevezni.
>Bizony¡t s. Legyen f(αx) = α‖x‖, ha α ∈ K, �s alkalmazzuk a t�telt.

• 153/−9 :
<hogy x = tx0 + a-ra t > 0 eset�n f(x) > d, holott |t| < ε eset�n x ∈ A+ Uε(0).
>hogy x = tx0 + a-ra t > 0 eset�n f(x) > d, holott |t| < ε eset�n x ∈ A+ Uε(0).* De�n¡i¢: Ha X norm lt t�r, akkor Y ⊂ X annull tora az

⊥Y = {f ∈ X∗ : f(y) = 0 minden x ∈ Y -ra}halmaz, ami nyilv n z rt line ris alt�r. Ha Y ⊂ X∗, akkor Y annull ltja az
Y ⊥ = {x ∈ X : f(x) = 0 minden f ∈ Y -ra}halmaz, ami nyilv n z rt line ris alt�r.* T�tel: Ha X norm lt t�r, Y ⊂ X , akkor ⊥(X⊥) az Y line ris burk nak alez rtja.Bizony¡t s. Minden f ∈ X⊥ nulltere z rt �s tartalmazza Y -t, teh t Y line risburk nak a lez rtja r�sze a metszet�knek. �gy sak azt kell �szrevenn�nk, hogy ha xnins az Y line ris burk nak Z lez rtj ban, akkor a Hahn{Banah-t�tel elv laszt sialakja szerint van olyan c ∈ R �s f val¢s line ris folytonos funkion l, hogy f(Z) ≤

c < f(x); mivel f(Z) az R altere, f(Z) = {0} �s 0 < f(x) 6= 0, ¡gy x /∈ ⊥(Y ⊥). Ha
X komplex t�r, tekints�k az f(x)− if(ix) funkion lt.



* T�tel: Ha X norm lt t�r �s X∗ szepar bilis, akkor X is.Bizony¡t s. Legyen fn ∈ X∗ egy megsz ml lhat¢ s�r� halmaz, �s v lasszunkminden n-re egy xn ∈ X , ‖xn‖ = 1 elemet, amelyre |fn(xn)| > ‖fn‖/2. Megmu-tatjuk, hogy az xn-ek line ris burka s�r� X-ben. Az el�z� t�tel szerint el�g aztmegmutatnunk, hogy ha egy f ∈ X∗ line ris funkion l nulla minden xn-en, akkornulla minden�tt. Tegy�k fel, hogy nem, �s van olyan f ∈ X∗, amelyre f(xn) = 0minden n-re, de ‖f‖ = 1. Mivel az fn-ek s�r� halmazt alkotnak, van olyan fn,amelyre ‖f − fn‖ < 1/3. De ekkor 1/3 > ∣∣(f − fn)(xn)∣∣ = ∣∣(fn(xn)∣∣ > 1/2.* M sodik konjug lt t�r. B rmely X norm lt t�rreX∗ Banah-t�r. K�pezhet-j�k a tov bbi konjug lt tereket is: X∗∗ = (X∗)∗, X∗∗∗ = (X∗∗)∗, stb. Az X �s X∗∗k�z�tt fontos kapsolat van: ha x ∈ X r�gz¡tett, legyen Fx(f) = f(x), ha f ∈ X∗.A de�n¡i¢b¢l azonnal ad¢dik, hogy Fx line ris funkion l X∗-on. Fx korl tos is,mert ∣∣Fx(f)∣∣ = ∣

∣f(x)∣∣ ≤ ‖f‖‖x‖, amib�l k�vetkezik, hogy ‖Fx‖ ≤ ‖x‖. Tov bb a Hahn{Banah-t�tel k�vetkezm�nye miatt van olyan f ∈ X∗, amelyre ‖f‖ = 1, �s
f(x) = ‖x‖. Erre az f -re ∣∣Fx(f)∣∣ = ‖x‖, ¡gy ‖Fx‖ = ‖x‖. �gy az F : x 7→ Fx lek�pe-z�se X-nek X∗∗-ba normatart¢, teh t izometria. Ezt az F lek�pez�st az X norm ltt�r X∗∗-ba val¢ term�szetes lek�pez�s�nek nevezz�k. A de�n¡i¢ alapj n azonnalk�vetkezik, hogy a term�szetes lek�pez�s line ris. Ha a term�szetes lek�pez�s X∗∗-ra k�pez, akkor X-et reex¡vnek nevezz�k. Term�szetesen ekkor X Banah-t�r kelllegyen. Egy reex¡v t�r konjug lt tere is reex¡v: ha G : f 7→ Gf az X∗ term�-szetes lek�pez�se X∗∗∗-ba, akkor tetsz�leges g ∈ X∗∗∗ az �rt�kk�szletben van, mertaz f(x) = g(Fx) funkion lra Gf (Fx) = Fx(f) = f(x). Nyilv nval¢ p�ld k ree-x¡v terekre a Hilbert-terek. Feladatk�nt szerepelt az is, hogy az Lp-terek reex¡vek1 < p <∞ eset�n, konjug lt ter�k Lq, ahol 1/p+ 1/q = 1. P�lda nem reex¡v t�rre
C[0, 1℄: minden x ∈ [0, 1℄-re az f 7→ f(x) funkion lok a konjug lt t�rben vannak,�s t vols guk p ronk�nt 2, ¡gy a konjug lt t�r nem szepar bilis, teh t az el�z� t�telszerint a t�r nem lehet reex¡v. Az l1 t�r sem reex¡v, mert konjug lt tere l∞, aminem szepar bilis. Ugyansak nem reex¡vek a c0 �s c terek, mert konjug lt ter�k l1,amint az nemsok ra bel tjuk.* T�tel: Ha Y az X reex¡v Banah-t�r z rt line ris altere, akkor Y is reex¡v.Bizony¡t s. Az f 7→ f |Y lek�pez�s a Hahn{Banah-t�tel szerint X∗-ot Y ∗-rak�pezi. Tetsz�leges α ∈ Y ∗∗-ra legyen β(f) = α(f |Y ). Mivel X reex¡v, ez az eleme
X∗∗-nak el� ll Fx alakban valamely x ∈ X-re, ahol F a term�szetes lek�pez�se X-nek X∗∗-ra, azaz β(f) = f(x). Megmutatjuk, hogy x ∈ Y . Mivel minden f ∈ Y ⊥-re
f(x) = 0, azt kapjuk, hogy x az Y line ris burk nak a lez rtj ban van.
• 155/5 :

<amib�l k�vetkezik az  ll¡t s.* T�tel. Ha az y = (y1, y2, . . . ) sz msorozatra b rmely x = (x1, x2, . . . ) konver-gens sorozat eset�n a∑∞

k=1 xkyk sor konvergens, akkor y ∈ l1, azaz∑∞

k=1 |yk| <∞,



�s f(x) = ∑∞

k=1 xkyk korl tos line ris funkion l a konvergens sorozatok ter�n,amelynek norm ja ‖f‖ = ‖y‖1.
>amib�l k�vetkezik az  ll¡t s.* Gyenge �s gyenge* topol¢gia. Ha X tetsz�leges halmaz, Y metrikus t�r,(vagy  ltal nosabban, ha topologikus t�r), az Y X f�ggv�nyt�rben �s ennek altereiben�rtelmezve van a f�ggv�nysorozatok pontonk�nti konvergeni ja. (Ez a konvergeniasz rmazik a szorzattopol¢gi b¢l.) Ha Y = K �s X norm lt t�r K felett ( ltal no-sabban, ha topologikus vektort�r), akkor a folytonos line ris funkion lok ter�n ezta konvergeni t | teh t a pontonk�nti konvergeni t | gyenge* konvergeni nak(egyes szerz�k gyenge konvergeni nak) szokt k nevezni. A szorzattopol¢gia megszo-r¡t sa X∗-ra £gy is megadhat¢, mint az �sszes olyan topol¢gi k metszete, amelyekreminden f 7→ f(x), x ∈ X f�ggv�ny folytonos; ezt gyenge* topol¢gi nak nevezz�k.Ebb�l a topol¢gi b¢l a gyenge* konvergenia sz rmazik. Jelent�s�g�t a Banah{Alaoglu-t�tel adja: egy X Banah-t�r X∗ konjug lt ter�nek egys�gg�mbj�t ebbena topol¢gi ban tekintve az kompakt (megmutathat¢, hogy ha X szepar bilis volt,akkor metriz lhat¢ is). Ezt a konvergeni t haszn lva a norm b¢l sz rmaz¢ konver-genia helyett, elker�lhet� azoknak a neh�zs�geknek egy r�sze, amelyek a vari i¢-sz m¡t sban �s a pari lis di�ereni legyenletekn�l az egys�gg�mb kompakts g nakhi nya okoz. Ez�rt vezette be Hilbert ezt a konvergeni t.Ha X Hilbert-t�r, akkor a Riesz-f�le reprezent i¢s t�tel alapj n X∗ elemeit Xelemeivel azonos¡thatjuk, �s ¡gy a gyenge* topol¢gi t  tm solhatjuk X-re. Ǒltal -nosabban, ha X norm lt t�r, akkor X-nek X∗∗-ba val¢ F term�szetes lek�pez�seizometria, amely minden x ∈ X-hez hozz rendel egy Fx ∈ X∗∗ line ris funkion ltaz Fx(f) = f(x), ha f ∈ X∗ �sszef�gg�ssel. �gy X minden eleme egy X∗-on �rtel-mezett funkion lnak tekinthet�, �s X∗∗ elemeinek pontonk�nti konvergeni ja (�sa topol¢gia, amib�l sz rmazik)  tm solhat¢ X-re. Ezt a konvergeni t gyenge kon-vergeni nak, a topol¢gi t, amib�l sz rmazik, gyenge topol¢gi nak szok s nevezni.Nyilv n reex¡v terek eset�n (spei lisan Hilbert-terekn�l) a gyenge �s gyenge* to-pol¢gia megegyezik.A gyenge �s gyenge* topol¢gi k vizsg lat val a topologikus vektorterek elm�letefoglalkozik. A legegyszer�bb t�nyeket illet�en l sd Losonzi [82℄ jegyzet�t. R�szle-tes hivatkoz sok tal lhat¢k Zeidler [145℄ k�nyv�ben. Megjegyezz�k, hogy a line risoper torok ter�ben is fontos a pontonk�nti konvergenia, amelyet n�ha er�s konver-geni nak szok s nevezni.* Feladat [9℄: Bizony¡tsuk be a Banah{Alaoglu-t�telt: egy X norm lt t�r X∗konjug lt ter�nek egys�gg�mbje a gyenge* topol¢gi ban kompakt.* Feladat [9℄: Mutassuk meg, hogy egy X szepar bilis norm lt t�rre X∗ egys�g-g�mbj�n a gyenge* topol¢gia metriz lhat¢.* Gyenge �s gyenge* konvergenia. Ha X norm lt t�r K felett, akkor agyenge �s gyenge* topol¢gi r¢l mondottak szerint egy xn ∈ X sorozat gyeng�nkonverg l x ∈ X-hez, jel�l�sben xn ⇀ x (n → ∞), ha f(xn) → f(x) minden



f ∈ X∗-ra, �s egy fn ∈ X∗ sorozat gyenge* konverg l f ∈ X∗-hoz, jel�l�sben
fn

∗⇀f , ha fn(x) → f(x) minden x ∈ X-re. Egy p�lda: Hilbert-t�rben egy v�gtelenortonorm lt sorozat gyeng�n konverg l null hoz. A gyenge �s gyenge* konvergeniajelent�s�g�t a kiv laszt si t�telek adj k.* Feladat: kiv laszt si t�tel gyenge* konvergeni ra [9℄: Bizony¡tsuk be,hogy ha X szepar bilis norm lt t�r, akkor minden korl tos fn ∈ X∗ sorozatnak vangyenge* konvergens r�szsorozata.* Kiv laszt si t�tel gyenge konvergeni ra: Ha xn egy korl tos sorozat egy
X reex¡v Banah-t�rben, akkor van olyan r�szsorozata, amely gyeng�n konverg l.Ez a tulajdons g jellemzi is a reex¡v Banah-tereket, ez Eberlein (1947) �s�Smuljam (1940) t�tele; l sd Yosida [142℄, V. fejezet.Bizony¡t s. Legyen Y az xn-ek line ris burk nak a lez rtja. Mivel X reex¡v,
Y is, �s mivel Y szepar bilis, Y ∗ is. Legyen fn az Y ∗ egy megsz ml lhat¢ s�r�r�szhalmaza. A diagon lis elj r ssal kiv laszthat¢ olyan zn = xjn r�szsorozata az
xn sorozatnak, amelyre minden k-ra fk(zn) konverg l valamely αk ∈ K-hoz, ha
n → ∞. Innen b rmely f ∈ Y ∗-ra f(zn) − f(zm) kisi, ha n,m el�g nagyok, azaz
f(zn) Cauhy-sorozat, teh t konverg l valamely α(f) ∈ K-hoz. Az α funkion lnyilv n line ris �s ∣∣α(f)∣∣ ≤ ‖f‖ supn ‖xn‖. Mivel Y reex¡v, van olyan x ∈ Y ,hogy α(f) = f(x) minden f ∈ Y ∗-ra, azaz f(xn) → f(x). Mivel minden f ∈ X∗megszor¡t sa Y -ra az Y ∗ egy eleme, ez minden f ∈ X∗-ra is teljes�l.* Egyenletes konvexs�g: Az X norm lt teret lok lisan egyenletesen konvexneknevezz�k, ha minden x ∈ X , ‖x‖ ≤ 1 elem�hez �s minden ε > 0-hoz l�tezik olyan
δ > 0, hogy b rmely y ∈ X-re, amelyre ‖y‖ ≤ 1 �s ‖x + y‖ ≥ 2 − δ, teljes�l,hogy ‖x − y‖ ≤ ε. Ha δ az x-t�l f�ggetlennek v laszthat¢, akkor azt mondjuk,hogy a t�r egyenletesen konvex. A Hilbert-terek nyilv n egyenletesen konvexek aparalelogramma-azonoss g miatt. Megmutathat¢, hogy 1 < p < ∞ eset�n az L

pt�r is egyenletesen konvex. A lok lisan egyenletes konvexs�gb�l k�vetkezik a szigor£konvexs�g. Megmutathat¢, hogy egy reex¡v Banah-t�rben mindig bevezethet� egy,az eredeti norm val ekvivalens norma, amelyre X �s X∗ m r lok lisan egyenletesenkonvexek. (Kade (1959) �s Troyanski (1971) t�tele.)* A gyenge konvergenia alaptulajdons gai: LegyenX Banah-t�r, xn ∈ X .Ekkor(1) ha xn → x, akkor xn ⇀ x;(2) ha X v�ges dimenzi¢s �s xn ⇀ x, akkor xn → x;(3) ha xn ⇀ x, akkor xn korl tos �s ‖x‖ ≤ lim infn→∞ xn;(4) ha X lok lisan egyenletesen konvex, xn ⇀ x �s ‖xn‖ → ‖x‖, akkor xn → x(Radon{Riesz-tulajdons g);(5) ha xn ⇀ x, akkor a {xn} halmaz z rt konvex burk ban van olyan yn sorozat,hogy yn → x (Mazur t�tele);



(6) ha xn ⇀ x, akkor x a {xn} halmaz z rt konvex burk ban van;(7) ha xn korl tos �s van olyan D ⊂ X∗ s�r� halmaz, hogy f(xn) → f(x) minden
f ∈ D-re, akkor xn ⇀ x;(8) ha X reex¡v �s f(xn) konverg l minden f ∈ X∗-ra, akkor van olyan x, hogy
xn ⇀ x;(9) ha xn minden r�szsorozat b¢l kiv laszthat¢ olyan r�szsorozat, amely egy adott
x-hez konverg l gyeng�n, akkor xn ⇀ x;(10) ha xn ⇀ x �s fn → f az X∗-ban, akkor fn(xn) → f(x);(11) ha X reex¡v, xn → x �s fn ⇀ f az X∗-ban, akkor fn(xn) → f(x).Bizony¡t s. (1) �s (2) trivi lisak, (3) az egyenletes kor toss g t�tele k�vet-kezm�ny�nek spei lis esete. (4) Nyilv nval¢, ha x = 0. Ha x 6= 0, akkor legyen

y = x/‖x‖ �s yn = yn/‖yn‖ valahonnan kezdve. Ekkor ‖y‖ = ‖yn‖ = 1, yn ⇀ y, �s(3) szerint, mivel yn + y ⇀ 2y,2 = ‖2y‖ ≤ lim inf
n→∞

‖yn + y‖ ≤ lim sup
n→∞

‖yn + y‖ ≤ 2,¡gy ‖yn + y‖ → 2, ahonnan k�vetkezik az  ll¡t s. (5)-h�z legyen C az xn-ek z rtkonvex burka. Tegy�k fel indirekt, hogy d(x,C) > 0. Ekkor a Hahn{Banah-t�tel elv laszt si alakja szerint van olyan f val¢s folytonos line ris funkion l �s
c ∈ R, hogy f(C) ≤ c < f(x), ami ellentmond s; a komplex esetben haszn ljuk az
f(x) − if(ix) funkion lt. (6) nyilv n k�vetkezik (5)-b�l. (7) k�vetkezik a Banah{Steinhaus-t�telb�l. (8)-hoz legyen α(f) = limn→∞ f(xn), ha f ∈ X∗; α nyilv nline ris �s az egyenletes korl toss g t�tel�nek k�vetkezm�nye szerint korl tos is, azaz
α ∈ X∗∗. Mivel X reex¡v, α(f) = f(x) valamely x ∈ X-re, �s xn ⇀ x. (9)-etindirekt bizony¡tjuk: ha nem lenne igaz, akkor l�tezne olyan f ∈ X∗ �s ε > 0, amelyre
∣

∣f(xnk
) − f(x)∣∣ ≥ ε teljes�lne valamely r�szsorozatra. (10) �s (11) nyilv nval¢ak,mivel a gyenge konvergeni b¢l k�vetkezik a korl toss g.* Feladat [6℄: Bizony¡tsuk be, hogy reex¡v Banah-t�ren z rt konvex halmazt¢lval¢ t vols g felv�tetik.* A gyenge* konvergenia alaptulajdons gai: Legyen X Banah-t�r, fn ∈

X∗. Ekkor(1) ha fn → f , akkor fn ∗⇀f ;(2) ha fn ∗⇀f , akkor fn korl tos �s ‖f‖ ≤ lim infn→∞ fn;(3) ha fn korl tos �s van olyan D ⊂ X s�r� halmaz, hogy fn(x) → f(x) minden
x ∈ D-re, akkor fn ∗⇀f ;(4) ha minden x ∈ X-re fn(x) konverg l minden, akkor van olyan f , hogy fn ∗⇀f ;(5) ha xn ⇀ x az X-ben �s fn ∗⇀f , akkor fn(xn) → f(x).Bizony¡t s. Minden £gy bizony¡that¢, mint a gyenge konvergenia eset�ben.



* T�tel. Ha az y = (y1, y2, . . . ) sz msorozatra b rmely x = (x1, x2, . . . ) null-sorozat eset�n a ∑∞

k=1 xkyk sor konvergens, akkor y ∈ l1, azaz ∑∞

k=1 |yk| < ∞,�s f(x) = ∑∞

k=1 xkyk korl tos line ris funkion l a c0, c �s l∞ tereken, amelyneknorm ja ‖f‖ = ‖y‖1.
• 223/−6 :

<�gy is tekinthet�, mint a relax i¢ egy esete. A r�szleteket illet�en l sd
>�gy is tekinthet�, mint a relax i¢ egy esete. A r�szleteket illet�en l sd a

• 236/−1 :
<teleinek?
>teleinek?* Lemma. Legyen X egy metrikus t�r, T pedig X egy z rt r�szhalmaz nakfolytonos lek�pez�se X egy kompakt r�szhalmaz ba. Tegy�k fel, hogy minden ε > 0-hoz van olyan xε, hogy(1) d

(

T (xε), xε) < ε.Ekkor T -nek van �xpontja.Az (1) felt�telnek eleget t�v� xε pontokat a T lek�pez�s ε-�xpontjainak nevez-z�k.Bizony¡t s. Tegy�k fel, hogy T az F z rt r�szhalmazt a K kompakt halmazbak�pezi le. Mivel T (xε) ∈ K, feltehetj�k, hogy valamely εn → 0 sorozatra T (xεn
) →

x ∈ K. Az (1) felt�tel szerint xεn
→ x, ¡gy x ∈ F . Teh t T (x) de�ni lva van, �s

T (x) = T (limn→∞ xεn
) = limn→∞ T (xεn

) = x.* Lemma: Shauder-projeki¢. Ha K az X norm lt t�r kompakt r�szhalmaza�s ε > 0, akkor van olyan Y v�ges reszhalmaza K-nak �s P folytonos lek�pez�se K-nak Y konvex burk ba, hogy ∥∥P (x) − x
∥

∥ < ε minden x ∈ K-ra.Bizony¡t s. V lasszunk egy {y1, . . . , yn} = Y v�ges ε-h l¢t K-ban. Legyen
fi(x) = max{0, ε− ‖x− yi‖

}

, i = 1, 2, . . . , n.Nyilv n fi(x) 6= 0 pontosan akkor, ha ‖x−yi‖ < ε. �gy minden x ∈ K-ra valamelyik
fi(x) nem nulla. Legyen

P (x) = n
∑

i=1 fi(x)yi
∑n
j=1 fj(x) , ha x ∈ K.Nyilv n P folytonos, �s mivel P (x) az x-hez ε-n l k�zelebb l�v� pontok konvexkombin i¢ja, ∥∥P (x)− x

∥

∥ < ε.



* Shauder m sodik �xpontt�tele. Legyen C az X norm lt t�r egy nem �reskonvex r�szhalmaza. Legyen T a C egy folytonos lek�pez�se egy K ⊂ C kompakthalmazba. Ekkor T -nek van �xpontja.Bizony¡t s. Tekints�k n = 1, 2, . . . -re a Pn ◦ T lek�pez�st, ahol Pn az el�z�lemma szerint ε = 1/n-hez tartoz¢ lek�pez�s. Mivel Y ⊂ K ⊂ C, az Y halmazkonvex burka is r�sze C-nek. Mivel Y konvex burka v�ges dimenzi¢s kompakt konvexhalmaz �s Pn ◦ T ezt folytonosan k�pezi le �nmag ba, a Brouwer-f�le �xpontt�telszerint l�tezik egy xn �xpontja. A Pn
(

T (xn)) = xn �sszef�gg�sb�l ∥∥T (xn)− xn
∥

∥ <1/n. �gy T -nek van �xpontja.* K�vetkezm�ny: Shauder els� �xpontt�tele. Egy norm lt t�r b rmelynem �res kompakt konvex r�szhalmaza �xpont-tulajdons g£.* Feladat [9℄. Bizony¡tsuk be Peano t�tel�t Shauder m sodik �xpontt�tele se-g¡ts�g�vel.
• 412/−15 :

<�sszegg�rb�lete nulla.
>�sszegg�rb�lete nulla.* T�rk�p, atlasz, sokas g. Egy m-dimenzi¢s t�rk�p vagy koordin tarendszeregy X metrikus t�r egy ny¡lt r�szhalmaz t R

m egy ny¡lt r�szhalmaz ra k�pez� ϕhomeomor�zmus. A ϕ �s ψ m-dimenzi¢s t�rk�pek Cr-�sszef�rhet�ek (0 ≤ r ≤ ∞),ha ϕ◦ψ−1 �s ψ◦ϕ−1 is Cr-lek�pez�sek (ezek a ϕ �s ψ �rtelmez�si tartom nya metsze-t�nek ϕ �s ψ  ltali k�peit k�pezik le egym sra). Egy m-dimenzi¢s Cr-atlasz az X m-dimenzi¢s t�rk�peinek egy Cr-�sszef�rhet� ϕi, i ∈ I sal dja £gy, hogy a ϕi t�rk�pek�rtelmez�si tartom nyai lefedik X-et. Egy m-dimenzi¢s Cr-sokas g egy M szepar -bilis metrikus t�r amelyen meg van adva egy m-dimenzi¢s Cr-atlasz. A Cr-atlaszhoz
M ak rh ny tov bbim-dimenzi¢s t�rk�p�t hozz vehetj�k, ha azok Cr-�sszef�rhet�ekaz eredeti atlasz t�rk�peivel, mert ekkor egym ssal is Cr-�sszef�rhet�ek lesznek.Gyakran �rdemes tehnikai okokb¢l egy atlaszhoz hozz venni az �sszes vele Cr-�sszef�rhet� t�rk�pet; az ¡gy kapott atlaszt az adott atlaszhoz tartoz¢ tel¡tett at-lasznak nevezz�k. A C∞-sokas gokat sima sokas goknak is nevezz�k.* P�lda. B rmely ny¡lt r�szhalmaza Rm-nek az identikus lek�pez�s  ltal mega-dott egyetlen t�rk�pb�l  ll¢ atlasszal egy sima sokas g. Ha m st nem mondunk, Rmny¡lt r�szhalmazain mindig erre a sokas g-strukt£r ra gondolunk.* P�lda. Az identikus lek�pez�s  ltal megadott t�rk�p valamint a ϕ(x) = sin(x)lek�pez�s  ltal megadott t�rk�p C∞-�sszef�rhet�ek ℄− π/2, π/2[-n.* P�lda. Az identikus lek�pez�s R-en, az ϕ(x) = x, ha x ≤ 0 �s ϕ(x) = 2x, ha x >0, valamint a ψ(x) = x3, ha x ∈ R lek�pez�sek  ltal megadott t�rk�pek p ronk�ntnem �sszef�rhet�ek, b r k�l�n-k�l�n mindegyik egy-egy sima sokas g strukt£r tde�ni l R-en.



* Feladat [7℄. Tekints�k az R2 \ {0} halmazba k�pez�(r, ϕ) 7→ (r osϕ, r sinϕ), 0 < r <∞, −π < ϕ < π�s (r, ϕ) 7→ (r osϕ, r sinϕ), 0 < r <∞, 0 < ϕ < 2πf�ggv�nyek (pol r koordin t k) inverzeit. Mutassuk meg, hogy az eredeti atlasszal
C∞-�sszef�rhet� atlaszt alkotnak.* Feladat [7℄. Milyen t�rk�peket kapunk R3-ban a henger, illetve g�mbi koordi-n t kb¢l?* P�lda. Legyen Rm+1 szok sos ortonorm lt b zisa e0, e1, . . . , em. Tekints�k az
Sm = {

x ∈ Rm+1 : ‖x‖ = 1} g�mbfel�letet. Az e1, . . . , em  ltal kifesz¡tett alteret
Rm-mel azonos¡tva, ha x ∈ Sm koordin tai ξ0, ξ1, . . . , ξm, legyen y = ϕ1(x) =(x− ξ0e0)/(1− ξ0), ha x 6= e0 (sztereogra�kus projeki¢ e0-b¢l). A lek�pez�s inverze

x = ‖y‖2 − 1
‖y‖2 + 1e0 + 2y

‖y‖2 + 1 .Hasonl¢an, legyen ϕ2(x) = (x+ξ0e0)/(1+ξ0), ha x 6= −e0 (sztereogra�kus projeki¢
−e0-b¢l). Ekkor (ϕ2◦ϕ−11 )(y) = y/‖y‖2 egy C∞-lek�pez�s, �s az inverze is, ¡gy ϕ1, ϕ2egy sima sokas g strukt£r t de�ni l Sm-en.* P�ld k. Henger, t¢rusz, M�bius-szalag, Klein-f�le kans¢, g�mb foganty£kkal�s M�bius-szalagokkal, stb.* Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy Sm nem homeomorf Rn egy ny¡lt r�szhalma-z val semmilyen n-re sem.* Feladat [10℄. Mutassuk meg, hogy Rm+1 �s

{x = (x0, x1, . . . , xm) ∈ R
m+1 : x0 ≥ 0}nem homeomorfak.* Feladat [8℄. Adjunk meg k�t t�rk�pb�l  ll¢ atlaszt a(ϕ, z) 7→ (os(2πϕ), sin(2πϕ), z),0 ≤ ϕ ≤ 1, 0 < z < 1 lek�pez�s �rt�kk�szlet�n, egy hengerfel�leten.* Feladat [9℄. Adjunk meg k�t t�rk�pb�l  ll¢ atlaszt a(ϕ, r) 7→ (

(1 + r os(πϕ)) os(2πϕ), (1 + r os(πϕ)) sin(2πϕ), r sin(πϕ)),0 ≤ ϕ ≤ 1, −1/2 < r < 1/2 lek�pez�s �rt�kk�szlet�n, egy M�bius-szalagon.



* Feladat [10℄. Adjunk meg h rom t�rk�pb�l  ll¢ atlaszt a(ϕ, ϑ) 7→ (

(2 + os(2πϑ)) os(2πϕ), (2 + os(2πϑ)) sin(2πϕ), sin(2πϑ)),0 ≤ ϕ ≤ 1, 0 < ϑ < 1 lek�pez�s �rt�kk�szlet�n, egy t¢ruszon.* Feladat [11℄. Adjunk meg h rom t�rk�pb�l  ll¢ atlaszt a Klein-f�le kans¢n.* Sima lek�pez�sek. Legyenek M �s N sima sokas gok. Egy f :M → N lek�-pez�st Cr-lek�pez�snek (0 ≤ r ≤ ∞) nevez�nk, ha az M atlasz nak b rmely ϕ �s az
N atlasz nak b rmely ψ t�rk�p�re ψ ◦ f ◦ ϕ−1 egy Cr-lek�pez�s. Az ilyen lek�pez�-sek oszt ly t Cr(M ;N) jel�li. A C∞-lek�pez�seket sima lek�pez�seknek is nevezz�k.Ha m st nem mondunk, Cr-f�ggv�ny , illetve sima f�ggv�ny alatt Cr(M ;R) illetve
C∞(M ;R) elemeit �rtj�k. AzM �s N sima sokas gok di�eomorf ak, ha l�tezik olyan
f : M → N k�ls�n�sen egy�rtelm� lek�pez�se M -nek N -re, amelyre f �s f−1 issima; egy ilyen f -et di�eomor�zmusnak nevez�nk.* T�tel. Ha K, M , N sima sokas gok �s f : K → M valamint g : M → N is
Cr-lek�pez�sek, akkor g ◦ f : K → N is Cr-lek�pez�s.* Bizony¡t s. B rmely ϕ, ψ t�rk�pekreK-ban illetveN -ben, ha x a ψ◦g◦f ◦ϕ−1lek�pez�s �rtelmez�si tartom ny nak tetsz�leges pontja �s χ az M atlasz nak egyolyan t�rk�pe, amelynek �rtelmez�si tartom nya tartalmazza y = f(x)-et, a ψ◦g◦f ◦
ϕ−1 lek�pez�s a ϕ(x) pont valamely k�rnyezet�ben megegyezik a ψ◦g◦χ−1◦χ◦f◦ϕ−1lek�pez�ssel, ¡gy Cr-lek�pez�s. Mivel ez ψ ◦ g ◦ f ◦ ϕ−1 �rtelmez�si tartom ny nakb rmely pontj ra teljes�l, ψ ◦ g ◦ f ◦ ϕ−1 egy Cr-lek�pez�s.* P�ld k. (1) Az f : x 7→ 2x/(1 − ‖x‖2) lek�pez�s sima di�eomor�zmusa Rmny¡lt K1(0) egys�gg�mbj�nek Rm-re, az inverze y 7→ y/

(1 +√1 + ‖y‖2).(2) A g : x 7→ x/‖x‖2 lek�pez�s sima di�eomor�zmusa K1(0) \ {0}-nak K1(0)k�lsej�re, inverze saj t maga.(3) A g ◦ f lek�pez�s sima di�eomor�zmusa K1(0) k�lsej�nek Rm \ {0}-ra.* Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy a 10.34 p�ld ban megadott sokas gok di�e-omorfak.* G�rb�k �rintkez�se. Legyen M egy sima sokas g. A γ1, γ2 : R → M C1-g�rb�kre azt mondjuk, hogy a t0 ∈ R pontban �rintkeznek, ha γ1(t0) = γ2(t0) �s vanolyan ϕ t�rk�p, amelynek �rtelmez�si tartom ny ban benne van x = γ1(t0) = γ2(t0)�s
d(ϕ ◦ γ1)

dt
(t0) = d(ϕ ◦ γ2)

dt
(t0).Legyen N egy m sik sima sokas g, �s f : M → N egy C1-lek�pez�s. Ekkoraz f ◦ γ1 �s f ◦ γ2 g�rb�k C1-g�rb�k �s �rintkeznek t0-ban: az y = f(x) jel�l�ssel

f ◦ γ1(t0) = y = f ◦ γ2(t0) �s az y-t tartalmaz¢ �rtelmez�si tartom ny£ b rmely ψt�rk�pre
d(ψ ◦ f ◦ γi)

dt
(t0) = d(ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ γi)

dt
(t0) = (ψ ◦ f ◦ ϕ−1)′(ϕ(x))d(ϕ ◦ γi)

dt
(t0),



ha i = 1, 2, ¡gy megegyeznek.Spei lisan, N = M -et f -nek pedig az identikus lek�pez�st v lasztva, kapjuk,hogy a g�rb�k �rintkez�se t0-ban nem f�gg a t�rk�p v laszt s t¢l: ha van olyant�rk�p, amelyre �rintkeznek, akkor minden x-et tartalmaz¢ t�rk�pre �rintkeznek, �s¡gy az is teljes�l, hogy ha t0-ban γ1 �rintkezik γ2-vel, tov bb  γ2 �rintkezik γ3-mal,akkor γ1 is �rintkezik γ3-mal.* �rint�vektorok. Egy M sima sokas g egy �rint�vektora az x ∈ M pontbanazon C1-beli γ : R → M g�rb�k oszt lya, amelyekre γ(0) = x �s �rintkeznek a0-ban. Az M sokas g x-beli �rint�vektorainak halmaz t TxM -mel jel�lj�k, azt az�rint�vektort pedig, amelyhez egy adott γ tartozik, γ′(0)-val. A
θϕ : γ′(0) 7→ d(ϕ ◦ γ)

dt
(0)lek�pez�s k�ls�n�sen egy�rtelm�en k�pezi le TxM -et Rn-re. Az inverz lek�pez�s a

h ∈ R
n vektorhoz a

γ(t) = ϕ−1(ϕ(x) + th
)sima g�rb�vel �rintkez� g�rb�k oszt ly t rendeli, mert

d(ϕ ◦ γ)
dt

(0) = d
(

ϕ(x) + th
)

dt) (0) = h.A
θ−1
ϕ (h1) + θ−1

ϕ (h2) = θ−1
ϕ (h1 + h2), αθ−1

ϕ (h) = θ−1
ϕ (αh)de�n¡i¢val ell thatjuk TxM -et egy vektort�r-strukt£r val. Ha ψ egy m sik t�rk�p,amelynek �rtelmez�si tartom ny ban szint�n benne van x, akkor

γ(t) = ϕ−1(ϕ(x) + th
)jel�l�ssel

θψ ◦ θ−1
ϕ : h 7→ d(ψ ◦ γ)

dt
(0) = d

(

ψ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ γ)
dt

(0) = (ψ ◦ ϕ−1)′(ϕ(x))h.Ez azt jelenti, hogy θψ ◦ θ−1
ϕ bijekt¡v line ris lek�pez�s, ¡gy a vektort�r-strukt£ranem f�gg a t�rk�p v laszt s t¢l.* Az �rint�lek�pez�s. LegyenekM �s N sima sokas gok, f :M → N egy simalek�pez�s, x ∈ M �s y = f(x) ∈ N . Egy γ′(0) ∈ TxM �rint�vektorhoz rendelj�khozz  a (f ◦γ)′(0) �rint�vektort; mint a 10.44 pontban megmutattuk, ez nem f�gg az�rint�vektor reprezent ns nak v laszt s t¢l. Jel�lje ezt a TxM → TyN lek�pez�st

Txf . Ez az f �rint�lek�pez�se az x pontban. Megmutatjuk, hogy line ris. Val¢ban,mint a 10.44 pontban m r kisz moltuk, ha ϕ az x-ben, a ψ pedig az y-ban �rtelmezettt�rk�p, akkor F = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 jel�l�ssel
d(ψ ◦ f ◦ γ)

dt
(0) = F ′

(

ϕ(x))d(ϕ ◦ γi)
dt

(0),¡gy mivel a θψ �s θϕ lek�pez�sek line ris bijeki¢k, a Txf = θ−1
ψ ◦ F ′

(

ϕ(x)) ◦ θϕlek�pez�s is line ris, s�t, rangja megegyezik F ′
(

ϕ(x)) rangj val. �gy de�ni lhatjuka Txf �rint�lek�pez�s rangj t. Ezt a rangot rgx f -fel is fogjuk jel�lni.



* T�tel. Ha K, M , N sima sokas gok, f : K → M �s g : M → N simalek�pez�sek, x ∈ K �s y = f(x), akkor Tx(g ◦ f) = Tyg ◦ Txf .* Az �rint�vektorok mint funkion lok. Legyen M egy sima sokas g �s
X = γ′(0) ∈ TxM . Minden M -en �rtelmezett sima f f�ggv�nyhez az

f 7→ d(f ◦ γ)
dt

(0)lek�pez�s egy sz mot rendel, amely sak az X = γ′(0) �rint�vektort¢l f�gg. Ezta sz mot Xf -fel is jel�lj�k. Nyilv n ha α, β ∈ R �s f, g sima f�ggv�nyek, akkor
X(αf + βg) = αXf + βXg, azaz a funkion l line ris, �s a szorz s di�ereni l siszab lya alapj n X(fg) = f(x)Xg + g(x)Xf . Az �rint�vektorokat ezen tulajdon-s gok seg¡ts�g�vel is be lehet vezetni. Meg lehet mutatni, hogy k�t �rint�vektorpontosan akkor egyenl�, ha minden sima f�ggv�nyre ugyan£gy hatnak.Legyen most ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm) egy x-ben �rtelmezett t�rk�p, �s

X1, X2, . . . , Xmaz X �rint�vektor koordin t i a θ−1
ϕ (ei), i = 1, 2, . . .m b zisban, ahol e1, e2, . . . , emaz R

m szok sos b zisa. (Ez a b zis a TxM �rint�t�rnek a ϕ t�rk�phez tartoz¢term�szetes b zisa.) Ekkor
Xf = d(f ◦ γ)

dt
(0) = d(f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ γ)

dt
(0) = m

∑

i=1 ∂f

∂ϕi
(

ϕ(x))d(ϕi ◦ γ)
dt

(0)= m
∑

i=1X i ∂f

∂ϕi
.Ennek megfelel�en X hagyom nyos fel¡r sa ebben a koordin tarendszerben

X = m
∑

i=1 X i ∂

∂ϕi
.* Az �rint�lek�pez�s lok lis koordin t kban. Legyenek M �s N sima sokas gok,

f : M → N egy sima lek�pez�s, x ∈ M �s y = f(x). Ha ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . ϕm) az
x-ben ψ = (ψ1, ψ2, . . . , ψn) pedig az y-ban �rtelmezett t�rk�p, akkor az

X = m
∑

i=1X i ∂

∂ϕi�rint�vektorra
Y = (Txf)(X) = n

∑

j=1 Y j ∂

∂ψj
,



ahol
Y j = m

∑

i=1 ∂ψj∂ϕi
(

ϕ(x))X i,mivel az F = ψ◦f ◦ϕ−1 jel�l�ssel az F : (ϕ1ϕ2, . . . ϕm) → (ψ1, ψ2, . . . , ψn) lek�pez�sderiv ltj nak m trixa
∂ψj

∂ϕi
(

ϕ(x)).Spei lisan, ha N =M �s f az identikus lek�pez�s, azt kapjuk, hogy t�rk�pser�n�l
X koordin t i a fenti m¢don transzform l¢dnak.* Feladat [8℄. Az S2 g�mbfel�leten g�mbi koordin t kban legyen egy vektormez�osϑ ∂

∂ϕ
, ha −π2 < ϑ <

π2 ,�s nulla egy�bk�nt. Sz moljuk  t az (1, 0, 0) pontb¢l val¢ vet¡t�s  ltal adott koordi-n t kba.* �rint�nyal b. Egy M sima sokas g �rint�tereinek (diszjunkt) uni¢j t a soka-s g �rint�nyal bj nak nevezz�k. Ez is sima sokas gg  tehet� egy term�szetes m¢don,de ezzel nem foglalkozunk.* P�lda. Egy savarvonal egy darabja.* Immerzi¢, szubmerzi¢, szubimmerzi¢ �s be gyaz s. Legyenek M �s Nsima sokas gok, f : M → N egy sima lek�pez�s. Ha Txf k�ls�n�sen egy�rtelm�minden x ∈ M -re, akkor azt mondjuk, hogy f immerzi¢. Ha Txf a Tf(x)N -rek�pez minden x ∈ M -re, akkor azt mondjuk, hogy f szubmerzi¢. Ha Txf rangjaugyanannyi x ∈ M -re, akkor azt mondjuk, hogy f szubimmerzi¢. Ha f immerzi¢,k�ls�n�sen egy�rtelm� �s homeomor�zmus M �s f(M) k�z�tt, akkor azt mondjuk,hogy be gyaz s.* P�ld k. x 7→ (x, 0), (x, y) 7→ x, (x, y) 7→ (x, 0, 0), ℄0, 2π[ ∋ t 7→ (sin t, sin 2t),
x 7→ x3, x 7→ (osx, sinx).* R�szsokas g. Egy M egy sokas g egy K r�szhalmaza az M egy k-dimenzi¢sr�szsokas ga, ha minden x ∈ K-hoz van olyan ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm) t�rk�p az Matlasz hoz tartoz¢ tel¡tett atlaszban, amelynek U �rtelmez�si tartom ny ban bennevan x �s amelyre

ϕ(U ∩K) = {(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm) ∈ ϕ(U) : ϕk+1 = · · · = ϕm = 0}.Egy ny¡lt r�szhalmaz nyilv n mindig r�szsokas g.* T�tel. Egy r�szsokas gon egyetlen olyan sima tel¡tett atlasz l�tezik, amelyreaz identikus lek�pez�se K-nak M -be be gyaz s. Megford¡tva, ha f : K → M egybe gyaz s, akkor f(K) egy r�szsokas g, amely di�eomorf K-val.



* Whitney t�tele. Minden m-dimenzi¢s sima sokas g be gyazhat¢ R2m+1-besima r�szsokas gk�nt.* T�tel. Legyen f : M → N egy szubimmerzi¢, x ∈ M �s y = f(x). Ekkor
f−1(y) egy z rt r�szsokas gaM -nek �s Txf−1(y) a Txf magja.* P�lda. Az Sm g�mb mint az x 7→ ‖x‖, x ∈ Rm+1\{0} lek�pez�sn�l az 1 �sk�pe.* Vektormez�. Egy m-dimenzi¢s M sima sokas gon �rtelmezett X : x 7→
X(x) ∈ TxM lek�pez�st vektormez�nek nevez�nk. Nyilv n ha X , Y vektormez�k,
α ∈ R �s f f�ggv�ny M -en, akkor X + Y , αX �s fX is vektormez�k. Az X vek-tormez�t sima vektormez�nek nevezz�k, ha minden f sima f�ggv�nyre x 7→ X(x)fsima f�ggv�ny; ezt a f�ggv�nyt Xf -fel jel�lj�k. Megmutathat¢, hogy X pontosanakkor sima vektormez�, ha b rmely ϕ t�rk�pre az

X(x) = m
∑

i=1X i(x) ∂

∂ϕiel� ll¡t s ban szerepl� X i koordin taf�ggv�nyek sim k.* Sima vektormez�k Lie-z r¢jele. Legyen M egy m-dimenzi¢s sima sokas g,
X �s Y pedig sima vektormez�k M -en. Megmutathat¢, hogy l�tezik (�s sak egy)[X,Y ℄ vektormez� amelyre b rmely f sima f�ggv�nyre[X,Y ℄f = X(Y f)− Y (Xf).Mivel Xf �s Y f , �s ¡gy X(Y f) valamint Y (Xf) is sima f�ggv�nyek, [X,Y ℄ simavektormez�.Legyen a ϕ t�rk�p az x-ben �rtelmezve. Ekkor

X(x)f = m
∑

j=1Xj(x) ∂f
∂ϕj

,¡gy
Y (Xf) = m

∑

i=1 Y i ∂

∂ϕi

m
∑

j=1Xj ∂f

∂ϕj= m
∑

i=1 m
∑

j=1 Y i ∂Xj

∂ϕi
∂f

∂ϕj
+ m
∑

i=1 m
∑

j=1 Y iXj ∂2f
∂ϕi∂ϕj

,teh t [X,Y ℄f = m
∑

j=1 m
∑

i=1(X i ∂Y
j

∂ϕi
− Y i

∂Xj

∂ϕi

) ∂f

∂ϕj
,amib�l [X,Y ℄ = m

∑

j=1 m
∑

i=1(X i ∂Y
j

∂ϕi
− Y i

∂Xj

∂ϕi

) ∂

∂ϕj
.



* Feladat [6℄. Mutassuk meg, ha X , Y sima vektormez�k �s f sima f�ggv�ny,akkor [X, fY ℄ = f [X,Y ℄ + (Xf)Y.* Feladat [8℄. Az S2 g�mbfel�leten g�mbi koordin t kban legyen egy vektormez�osϑ ∂

∂ϕ
, ha −π2 < ϑ <

π2 ,egy m sik pedig osϑ ∂

∂ϑ
, ha −π2 < ϑ <

π2 .Sz moljuk ki a Lie-z r¢jel�ket.* Feladat [11℄. Az el�z� feladatban szerepl� vektormez�ket sz moljuk  t az(1, 0, 0) pontb¢l val¢ vet¡t�s  ltal adott koordin t kba, majd sz moljuk ki a Lie-z r¢jel�ket. Ellen�rizz�k eredm�ny�nket a Lie-z r¢jel transzform l s val.* Lie-algebra. Egy V vektorteret K felett egy (x, y) 7→ [x, y℄ k�tv ltoz¢s m�ve-lettel Lie-algebr nak nevez�nk, ha(1) [αx+ βy, z℄ = α[x, z℄ + β[y, z℄ minden α, β ∈ K �s x, y, z ∈ V -re;(2) [x, y℄ = −[y, x℄ minden x, y ∈ V -re;(3) [[x, y℄, z]+ [[z, x℄, y]+ [[y, z℄, x] = 0 minden x, y, z ∈ V -re (Jaobi-azonoss g).* T�tel. Egy M sima sokas g sima vektormez�i a vektormez�k Lie-z r¢jel�velLie-algebr t alkotnak R felett.* Ir nymez�, teljes integr l. Legyen M egy m-dimenzi¢s sima sokas g �s0 ≤ k ≤ m. Egy S : x 7→ Sx hozz rendel�st, ahol Sx a TxM egy k-dimenzi¢s altere,
k-ir nymez�nek nevez�nk. (A k-dimenzi¢s disztrib£i¢ elnevez�s is szok sos; mi ezut¢bbit nem haszn ljuk, mert a disztrib£i¢ sz¢ m sik �rtelme sokkal elterjedtebb.)Egy k-ir nymez�re azt mondjuk, hogy sima ir nymez�, ha b rmely x ∈ M -hezl�teznek olyan X1, X2, . . . , Xk sima vektormez�k, hogy valamely U k�rnyezet�re x-nek X1(y), X2(y), . . . , Xk(y) b zisa TyM -nek, ha y ∈ U .Egy S sima k-ir nymez�re legyen E(S) az �sszes olyan sima vektormez�k hal-maza, amelyekre X(x) ∈ S(x), ha x ∈ M ; ez az S-hez tartoz¢ di�ereni lrendszer.K�nnyen igazolhat¢, hogy E(S)-b�l nem vezet ki a sima f�ggv�nyekkel val¢ szor-z s �s az �sszead s, s�t, m�g a lok lisan v�ges vektormez�-rendszerek �sszead sasem. Egy sima k-ir nymez�t involut¡vnak nevez�nk, ha E(S)-re X,Y ∈ E(S) eset�n[X,Y ℄ ∈ E(S).Ha egy k-dimenzi¢sK sima sokas g egy f : K →M immerzi¢j ra (Txf)(TxK) =
Sf(x) minden x ∈ K-ra, akkor azt mondjuk, hogy a (K, f) p r az S egy teljes integ-r lja; az f(K) halmazt a teljes integr l k�p�nek nevezz�k. Ha azM sokas g mindenpontja rajta van valamely teljes integr l k�p�n, akkor azt mondjuk, hogy S teljesenintegr lhat¢.



* Frobenius t�tele. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel, egy S ir nymez� pontosanakkor teljesen integr lhat¢, ha involut¡v.* Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy 1-ir nymez� mindig teljesen integr lhat¢.* Feladat [9℄. Legyen az R3 sokas gon a szok sos koordin t kban
X = X1 ∂

∂ϕ1 +X2 ∂

∂ϕ2 +X3 ∂

∂ϕ3egy sima vektormez�, amely sehol sem t�nik el, �s S(x) = X(x)⊥ a szok sos bels�szorzatban. Mutassuk meg, hogy S pontosan akkor involut¡v, ha X ⊥ rotX .
• 412/−15 :

<�gy sak egy helyen van sz�ks�g f ′ kisz m¡t s ra, de a konvergenia lelassul. A k�tut¢bbi m¢dszer Banah-terekre val¢  ltal nos¡t s t a di�ereni lsz m¡t sn l t r-gyaljuk.
>�gy sak egy helyen van sz�ks�g f ′ kisz m¡t s ra, de a konvergenia lelassul.A Newton-m¢dszer �s a m¢dos¡tott Newton-m¢dszer is spei lis esete az

xn+1 = xn − αn
f(xn)
Qniter i¢val dolgoz¢ kv zi Newton-m¢dszernek, amelyn�l αn minden l�p�sben v l-toztathat¢ param�ter, Qn pedig f ′(xn) egy k�zel¡t�se. Megtehetj�k p�ld ul, hogy

f ′(xn)-et egy
Qn = f(xn + hn)− f(xn)

hndi�ereni val k�zel¡tj�k, ekkor egy ltal n nem kell deriv ltat sz molni. Ha hn =
xn−1 − xn, akkor a szel�m¢dszert kapjuk vissza. Ha hn enn�l l�nyegesen kisebbabszol£t �rt�k�, akkor az elj r s felgyorsul, azonban a kerek¡t�si hib k megn�hetnek.Term�szetesen �xpontm¢dszerek is haszn lhat¢k, �s a m¢dszerek kombin lha-t¢k is.Le ll si krit�riumk�nt (egy adott iter i¢sz m t£ll�p�s�n k¡v�l) annak vizsg -lata k¡n lkozik, hogy ∣∣f(xn)∣∣ < ε valamely el�re megadott ε > 0-ra. Ha a gy�kk�zel�ben |f ′| ≪ 1, akkor ez t£l hamar t�rt�n� le ll st eredm�nyezhet, m¡g |f ′| ≫ 1eset�n az iter i¢ t£l sok  tarthat. Ez�rt ink bb az |xn+1 − xn| < ε krit�riumotalkalmazzuk. Ez sak nagyon lassan konverg l¢ �xpontm¢dszer eset�n (azaz ha akontraki¢ra a Lipshitz-konstans nagyon k�zel van egyhez) h tr nyos; ezt �szreve-hetj�k Aitken �2-m¢dszer�vel.A m¢dszerek Banah-terekre val¢  ltal nos¡t s t a di�ereni lsz m¡t sn l t r-gyaljuk.



• 412/−15 :
<gy�keib�l, interpol i¢val.
>gy�keib�l, interpol i¢val.* Feladat [11℄. Oldjuk meg az al bbi egyenleteket a tanult m¢dszerekkel �smeg ll si krit�riumokkal:(1) os2(2x)− x2 = 0;(2) ∏10
k=1(x+ k) = 0;(3) x6 − 2x5 + 5x4 − 6x3 + 2x2 + 8x− 8 = 0;(4) e−x − η = 0, η = 10−9;(5) (x2 − 1)m−1 lnx = 0, m = 3, 5, 7.* Feladat [9℄. Hat rozzuk meg 1 m¢l CO2 t�rfogat t 300 K◦-on 10 atm (1013250Pa) nyom son a van der Waals- llapotegyenletb�l:

(

p+ a(n/V )2)(V/n− b) = nRT,ahol n a m¢lok sz ma. A van der Waals- lland¢k CO2-ra a/(Pam6K◦/m¢l2) =188,33 �s b/(m3K◦/m¢l) = 9,77 · 10−4. Vess�k �ssze az eredm�nyt a t�k�letes g zrakapott eredm�nnyel.* Feladat [9℄. Egy alag£tdi¢da karakterisztik ja
I = α(eU/β − 1)− µU(U − γ),ahol α/A = 10−12, β/V = 25 · 10−3, µ/(A/V 2) = 10−3 �s γ/V = 0,4. Sorbak�tj�kegy 3333 
-os ellen ll ssal egy 0,4 V-os fesz�lts�gforr sra. Hat rozzuk meg a kia-lakul¢ munkapontokat. Mi a helyzet, ha a fesz�lts�g 0,6 V, az ellen ll s pedig 12k
?

• 437/−1 :
<

∫ ∞

−∞

(sin(ax)/x)4 dx = 2a3π/3.
>

∫ ∞

−∞

(sin(ax)/x)4 dx = 2a3π/3.Ablak Fourier-transzform lt. Legyen a 0 6= g ∈ L2(R) ablak f�ggv�ny r�g-z¡tett. Ha spt(g) ⊂ [−T, 0℄, akkor azt mondjuk, hogy az ablak-f�ggv�ny kauz lis.Egy f ∈ L2(R) f�ggv�ny erre vonatkoz¢ ablak Fourier-transzform ltja (angol r�vi-d¡t�ssel: WFT-je) az (ω, t) 7→ ~f(ω, t) = (ft )̂ f�ggv�ny, ahol ft(x) = g(x− t)f(x). A
gω,t(x) = g(x− t)e2πiωx jel�l�ssel ~f(ω, t) = 〈f, gω,t〉.



P�lda. Az x 7→ sin(πx2) �zirp" jel a
g(x) = { 1 + os(πx), ha − 1 ≤ x ≤ 1,0 egy�bk�ntablakkal.Megjegyz�s. A fenti �id�ablakoz snak" megfelel egy �frekveniaablakoz s":a Planherel-t�tel szerint ~f(ω, t) = 〈f, gω,t〉 = 〈f̂ , (gω,t)̂ 〉, ahol gω,t = (τtg)eω miatt(gω,t)̂ = τω

((τtg)̂ ) = τω(ĝe−t), ¡gy~f(ω, t) = e−2πitω〈f̂ , ĝ−t,ω〉.Feladat [8℄. Hat rozzuk meg a p�ld ban szerepl� ablak Fourier-transzform lt-j t. T�tel: bizonytalans gi rel i¢. Tegy�k fel, hogy g ∈ L2(R), ‖g‖2 = 1,tov bb 
∫

R

t2∣∣g(t)∣∣2 dt �s ∫

R

ω2∣∣ĝ(ω)∣∣2 dωv�gesek. Ekkor
t0 := ∫

R

t
∣

∣g(t)∣∣2 dt �s ω0 := ∫
R

ω
∣

∣ĝ(ω)∣∣2 dωvalamint
T 2 := ∫

R

(t− t0)2∣∣g(t)∣∣2 dt �s 
2 := ∫
R

(ω − ω0)2∣∣ĝ(ω)∣∣2 dωl�teznek �s v�gesek �s 4π
T ≥ 1.P�lda. Ha g(t) = 4√2ae−πt2a, akkor ĝ(ω) = 4√2/ae−πω2/a, t0 = ω0 = 0 �s
T = 1/√4πa, 
 = √

a/
√4π.Feladat [11℄. Bizony¡tsuk be a p�ld ban szerepl�  ll¡t sokat.T�tel: rekonstruki¢s formula. Ha g ∈ L2(R) egy ablak f�ggv�ny, akkor ahozz  tartoz¢ ablak Fourier-transzform ltra b rmely f ∈ L

2(R)-re
f = 1

‖g‖22 ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

gω,t ~f(ω, t) dt dω.T�tel. Legyen g ∈ L
2(R) egy ablak f�ggv�ny. Ekkor b rmely h ∈ L

2(R2)-re,ha
fh = 1

‖g‖22 ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

gω,th(ω, t) dt dω,akkor b rmely f ∈ L2(R)-re, amelyre f 6= fh, teljes�l, hogy ‖h− ~f‖2 > ‖h− ~fh‖2.



Shannon mintav�teli t�tele. Legyen f ∈ L2(R) folytonos f�ggv�ny, amely�s vhat rolt 
-val", azaz amelyre f̂(ω) = 0, ha ω /∈ [−
,
℄. Ekkor tn = n/(2
)jel�l�ssel
f(t) =∑

n∈Z

sin(2π
(t− tn))2π
(t− tn) f(tn);itt t = tn eset�n a t�rt �rt�k�nek a hat r�rt�ke (= 1) veend�.Diszkr�t rekonstruki¢s formula. Legyen g ∈ L2(R) egy kompakt tart¢j£ablak f�ggv�ny, amely elt�nik egy 1/ν hossz£s g£ intervallumon k¡v�l. Legyen
Hτ (x) = τ

∑

n∈Z

∣

∣g(x− nτ)∣∣2.(Ha g majdnem minden�tt folytonos, akkor τ ↓ 0 eset�n Hτ (x) → ‖g‖22 minden
x ∈ R-re.) Tegy�k fel, hogy0 < inf

x∈R

Hτ (x) �s sup
x∈R

Hτ (x) <∞.(Ez sak ντ ≤ 1 eset�n lehets�ges.) Ekkor
f(t) = ντ

∑

n∈Z

∑

m∈Z

gmν,mτ (t)
Hτ (t) ~f(mν, nτ).A tov bbiakban sk laf�ggetlen m¢dszert keres�nk.De�n¡i¢. Legyen p ∈ R r�gz¡tett, �s egy ψ : R → C f�ggv�nyre legyen

ψs(x) = |s|−1/pψ(x/s) �s ψs,t(x) = |s|−1/pψ((x − t)/s); ez a ψ anyawaveletheztartoz¢ waveletsal d (itt 1/∞ = 0). Ha 1 ≤ q <∞, akkor
‖ψs,t‖qq = ∫

R

|s|−q/p
∣

∣

∣
ψ
((x− t)/s)∣∣

∣

q

dx = |s|−q/p
∫

R

∣

∣ψ(y)∣∣q|s| dy = |s|1−q/p‖ψ‖qq,¡gy p = q eset�n a norma nem v ltozik; q = ∞-re ‖ψs,t‖∞ = |s|−1/p‖ψ‖∞.P�lda. Anyawaveletnek alkalmas p�ld ul ψ(x) = xe−x
2 vagy a deriv ltja, a

ψ(x) = (1− 2x2)e−x2 �mexik¢i kalap".Feladat [8℄. Sz moljuk ki az el�z� p�ld ban szerepl� anyawaveletek Fourier-transzform ltj t.De�n¡i¢. Legyen p ∈ R �s ψ ∈ L2(R;C) r�gz¡tett. Egy f ∈ L2(R;C) f�ggv�nyfolytonos wavelet transzform ltja az~f(s, t) = 〈f, ψs,t〉 = 〈f̂ , (ψs,t )̂ 〉f�ggv�ny. Egyszer� sz mol ssal (ψs,t )̂ (ω) = |s|1−1/pe−2πiωtψ̂(sω), ¡gy ~f(s, t) az
ω 7→ |s|1−1/pf̂(ω)ψ̂(sω) f�ggv�ny Fourier-transzform ltja a −t helyen.



Szimmetrikus rekonstruki¢s formula. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel, te-gy�k fel, hogy 0 < C = ∫ ∞

−∞

∣

∣ψ̂(ξ)∣∣2
|ξ| dξ <∞.Ekkor tetsz�leges f ∈ L2(R;C) vissza ll¡that¢ ~f -b¢l:

f = 1
C

∫ ∞

−∞

|s|2/p−3 ∫ ∞

−∞

~f(s, t)ψs,t dt ds.Megjegyz�s. Ha ψ ∈ L1(R;C), akkor ψ̂ folytonos, ¡gy a felt�telb�l ψ̂(0) = 0,azaz ∫
R
ψ(x) dx = 0.Asszimmetrikus rekonstruki¢s formula. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel,tegy�k fel, hogy 0 < C+ = ∫ ∞0 ∣

∣ψ̂(ξ)∣∣2
|ξ| dξ <∞�s 0 < C− = ∫ 0

−∞

∣

∣ψ̂(ξ)∣∣2
|ξ| dξ <∞.Legyen

η(u) = η+(u)
C+ + η−(u)

C−

,ahol
η+(u) = ∫ ∞0 ψ̂(ω)e2πiωu dω �s η−(u) = ∫ 0

−∞

ψ̂(ω)e2πiωu dω.Ekkor
f = ∫ ∞0 |s|2/p−3 ∫ ∞

−∞

~f(s, t)ηs,t dt ds.Megjegyz�s. Ha C− = 0 vagy C+ = 0, akkor ~f(s, t), s > 0 nem tartalmazinform i¢t f̂ egyik fel�r�l. Ez nem fordulhat el�, ha ψ val¢s, mert ekkor ψ̂(−ω) =
ψ̂(ω).Megjegyz�s. Diszkr�t vissza ll¡t s is lehets�ges, ekkor s = ±σm, t = nσmτ ,
m,n ∈ Z. A folytonos �s a diszkr�t esetnek, valamint az ablak Fourier-transzfor-m ltnak van k�z�s  ltal nos¡t sa, a k�l�nb�z� �frame"-ek.



Hardy-t�r a fels� �s als¢ f�ls¡kon. Jel�lje C+ a ny¡lt komplex fels� f�ls¡kot,
C

− pedig a ny¡lt komplex als¢ f�ls¡kot, azaz legyen C
+ = {

z ∈ C : ℑ(z) > 0} �s
C− = {

z ∈ C : ℑ(z) < 0}. Ha 1 ≤ p < ∞, legyen Hp+ azon f : C+ → C komplexf�ggv�nyek halmaza, amelyek analitikusak, �s amelyekre
∫

R

∣

∣f(x+ iy)∣∣p dxkorl tos, mint y > 0 f�ggv�nye. Egy f ∈ Hp+ f�ggv�nyre legyen
‖f‖ = sup

y>0(∫R

∣

∣f(x+ iy)∣∣p dx)1/p
.Legyen H∞+ azon f : C+ → C komplex f�ggv�nyek halmaza, amelyek analitikusak�s korl tosak. Egy f ∈ H∞+ f�ggv�nyre legyen ‖f‖ = supx∈R,y>0∣∣f(x+ iy)∣∣. Legyen

f ∈ Hp
− pontosan akkor, ha az z 7→ f(z) f�ggv�ny Hp+ eleme; ezek a f�ggv�nyek azals¢ f�ls¡kon analitikusak.De�n¡i¢. Ha x ∈ R, jelentse lim

z
∨

−→x
f(z) = c azt, hogy minden C > 0-raaz f f�ggv�ny {ξ + iη : ξ, η ∈ R, |ξ − x| < Cη
} halmazra vett megszor¡t s nak c ahat r�rt�ke az x pontban; lim

z
∨

−→x
a nemtangeni lis hat r�rt�k.T�tel. Ha 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Hp+, akkor f(x) := lim

z
∨

−→x
f(z) majdnem minde-n�tt l�tezik, f ∈ Lp(R;C), tov bb  x 7→ ln∣∣f(x)∣∣/(1 + x2) integr lhat¢.K�vetkezm�ny: Poisson-formula. Ha 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Hp+, akkor x ∈ R,

y > 0 eset�n
f(x+ iy) = 1

π

∫

R

y(x− t)2 + y2 f(t) dt.Megford¡tva, ha h ∈ L
p(R;C) �s
f(x+ iy) = 1

π

∫

R

y(x− t)2 + y2h(t) dtanalitikus a fels� f�ls¡kon, akkor f ∈ Hp+ �s h(x) = lim
z

∨

−→x
f(z) majdnem minde-n�tt. Tov bb  az x 7→ f(x + iy) f�ggv�ny Lp-norm ja tart az x 7→ f(x) f�ggv�ny

Lp-norm j hoz, ha y ↓ 0.K�vetkezm�ny. Ha 1 ≤ p <∞, f ∈ Hp+, akkorlim
y↓0 ∫

R

∣

∣f(x+ iy)− f(x)∣∣p dx = 0.



T�tel: Cauhy-formula. Ha 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Hp+, akkor x ∈ R, y > 0 eset�n
f(x+ iy) = 12πi ∫R

f(t)
t− (x+ iy) dt �s ∫

R

f(t)
t− (x− iy) dt = 0Megford¡tva, ha h ∈ L

p(R;C) �s x ∈ R, y > 0 eset�n
∫

R

h(t)
t− (x− iy) dt = 0,akkor az

f(x+ iy) = 12πi ∫R

h(t)
t− (x+ iy) dt�sszef�gg�ssel de�ni lt f�ggv�nyre f ∈ Hp+ �s h(x) = lim

z
∨

−→x
f(z) majdnem min-den�tt.Megjegyz�s. A fentiek alapj n £gy tekinthet�, hogy Hp+ ⊂ Lp(R;C), ha1 ≤ p ≤ ∞. Megmutathat¢, hogy z rt alt�r, ¡gy maga is Banah-t�r.Paley{Wiener-t�tel. Egy f ∈ L2(R;C) f�ggv�ny pontosan akkor van H2+-ben, ha a Fourier-transzform ltja majdnem minden�tt nulla a [0,+∞[ intervallumonk¡v�l.Megjegyz�s. Ebb�l m r k�nnyen k�vetkezik, hogy egy f ∈ L

2(R;C) f�ggv�nypontosan akkor van H2
−-ben, ha a Fourier-transzform ltja majdnem minden�tt nullaa ℄ − ∞, 0℄ intervallumon k¡v�l. Mivel a Fourier-transzform i¢ L2-n bels� szorzattart¢, minden f ∈ L2(R;C) f�ggv�ny egy�rtelm�en ¡rhat¢ fel egy f+ ∈ H2+ �s egy

f− ∈ H2
− f�ggv�ny ortogon lis �sszegek�nt. A megfelel� P+ : L2 → H2+ �s P− :

L2 → H2
− ortogon lis projeki¢kat Riesz-projeki¢nak h¡vjuk.De�n¡i¢. Legyen ϕ ∈ L∞(R;C) r�gz¡tett. Az el�z� pont jel�l�seivel az ehhez af�ggv�nyhez tartoz¢ Tϕ : H2+ → H2+ T�plitz-oper tort a Tϕf = P+(ϕf) �sszef�gg�s,a Hϕ : H2+ → H2

− Hankel-oper tort pedig a Hϕf = P−(ϕf) �sszef�gg�s de�ni lja.Nehari t�tele. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel, ha ϕ ∈ L∞(R;C), akkor ‖Hϕ‖ =
d(ϕ,H∞+ ), ahol a d t vols g L∞(R;C)-ben �rtend�.
• 454/11 :

< llapot �s vez�rl�si f�ggv�nyek, valamint a t2 v�gpont meghat roz sa.
> llapot �s vez�rl�si f�ggv�nyek, valamint a t1 v�gpont meghat roz sa.

• 454/−9 :
<Ha a vez�rl�si f�ggv�ny f�gg x′-t�l, akkor az x′(t) = ~w(t) �sszef�gg�s
>Ha az f vagy az L f�ggv�ny f�gg x′-t�l, akkor az x′(t) = ~w(t) �sszef�gg�s



• 455/−10 :
<�s p : [t0, t1℄ → Rm

∗ folytonos f�ggv�ny £gy, hogy
>�s p : [t0, t1℄ → Rn

∗ folytonos f�ggv�ny £gy, hogy
• 456/−14 :

<k�nyv�nek III. k�tete 48. §- ra utalunk.
>k�nyv�nek III. k�tete 48. §- ra utalunk.* Feladat [10℄. Oldjuk meg a k�vetkez� ir ny¡t si feladatot: az egyenesen kellegy t�megpontot eljuttatni −1-b�l 1-be minim lis id� alatt, 1-n�l kisebb abszol£t�rt�k� gyorsul ssal.* Feladat [11℄. Oldjuk meg a k�vetkez� ir ny¡t si feladatot: az egyenesen x0helyen tart¢zkod¢ v0 sebess�g� t�megpontot kell minim lis id� alatt az orig¢banmeg ll¡tani. Mutassuk meg, hogy a vez�rl�s fel¡rhat¢ a pillanatnyi hely �s sebess�gf�ggv�nyek�nt. Ǒbr zoljuk a mozg st a f zist�rben.* Feladat [12℄. �rjuk fel a Pontrjagin-elvb�l ad¢d¢ egyenleteket a (f�gg�leges)�sima" Holdrasz ll s minim lis �zemanyagfelhaszn l ssal ir ny¡t si feladat ra azal bbi felt�telekkel, a Hold forg s t �gyelmen k¡v�l hagyva (a gyorsul s 0 �s a k�z�ttlehet):(1) sem az �rhaj¢ t�meg�nek, sem a gravit i¢s mez�nek a v ltoz s t nem vessz�k�gyelembe;(2) sak az �rhaj¢ t�meg�nek v ltoz s t vessz�k �gyelembe;(3) mindkett�t �gyelembe vessz�k.* Feladat [11℄. �rjuk fel a Pontrjagin-elvb�l ad¢d¢ egyenleteket a rak�taind¡t sfeladat ra homog�n gravit i¢s t�rben. A rak�t nak minim lis �zemanyagfelhasz-n l ssal kell egy adott pontot el�rnie, a gyorsul s 0 �s a k�z�tt lehet.* Feladat: visszat�r�s a Holdr¢l [13℄. A feladat egy �rhaj¢ lef�kez�se a F�ldl�gk�r�ben �s F�ld k�r�li p ly ra  ll¡t s minim lis felmeleged�ssel. Legyen x1 asebess�g, x2 a hajl si sz�g a �pillanatnyi v¡zszinteshez", x3 a magass g a felsz¡nfelett R f�ldsug r egys�gekben v�ve, w a �f�kez�s", ̺ = ̺0e−βRx3 a leveg� s�r�s�ge.A kezdeti adatok x1(t0) = 10,8 km/s, x2(t0) = 0,0045π, x3(t0) = 120 km/R, a�ladatok x0(t1) = 8,1 km/s, x2(t1) = 0, x3(t1) = 75 km/R. Az x′i = fi(x1, x2, x3, w)



vez�rl�si felt�telekben
f1 = −F̺x

212 c1(w) − g sinx2(1 + x3)2 ,
f2 = F̺x12 c2(w) + x1 osx2

R(1 + x3) − g osx2
x1(1 + x3)2 ,

f3 = x1 sinx2
R

;itt F az �rhaj¢ keresztmetszet/t�mege, g a gravit i¢s gyorsul s, c1(w) = 1,174−0,9 osw, c2(w) = 0,6 sinw, a (nem SI egys�gekben megadott!) aerodinamikus ellen- ll s illetve emel� er�. A felmeleged�st k¡v njuk minimaliz lni, a k�zel¡t� gyakorlatiformula:
∫ t1
t0 x31√̺→ min .Az �rhaj¢sokr¢l feltessz�k, hogy b rmit kib¡rnak, a F�ld nyugv¢ g�mb, �s a F�ldk�z�ppontj n  tmen� s¡kban rep�l�nk. �rjuk fel a Pontrjagin-elvb�l ad¢d¢ egyenle-teket, hat rozzuk meg a vez�rl�st, �s vissza¡rva az egyenletekbe, hat rozzuk meg adi�ereni legyenleteket �s a peremfelt�teleket. (Az adott numerikus esetben a ma-gass g lemegy kb. 50 km-ig, majd n�, a sebess�g kezdetben kisit n�, majd s�kken,

t1 = 224,9 s.)
• 457/9 :

<

p′ = −Hx = λLx, p(t1) = −α, ~p′ = −H~x = 0, ~p(t1) = −~α,
>

p′ = −Hx = λLx, p(t1) = −α, ~p′ = −H~x = λL~x, ~p(t1) = −~α,
• 457/−4..− 1 :

<

Lx
(

t, x(t), x′(t)) �s Lx′

(

t, x(t), x′(t))x′(t)− L
(

t, x(t), x′(t))bal �s jobboldali hat r�rt�ke megegyezik, ezek a Weierstrass{Erdmann-f�le t�r�sifelt�telek. Figyelj�k meg a Pontrjagin-f�ggv�ny szoros kapsolat t a mehanik banhaszn latos Hamilton-f�ggv�nnyel.
>

Lx′

(

t, x(t), x′(t)) illetve illetve Lx′

(

t, x(t), x′(t))x′(t)− L
(

t, x(t), x′(t))bal �s jobb oldali hat r�rt�ke megegyezik, ezek a Weierstrass{Erdmann-f�le t�r�sifelt�telek. Figyelj�k meg a Pontrjagin-f�ggv�ny szoros kapsolat t a mehanik banhaszn latos Hamilton-f�ggv�nnyel.



* Feladat [11℄. Alkalmazzuk a Pontrjagin-f�le maximumelvet a szakaszonk�ntfolytonosan di�ereni lhat¢ x : [a, b℄ → R
n f�ggv�nyekre vonatkoz¢

∫ b

a

L
(

t, x(t), x′(t)) dt→ min, x(a) = x0, x(b) = x1
∫ b

a

f
(

t, x(t), x′(t)) dt = cmell�kfelt�teles probl�m ra, �s vezess�k le a megfelel� Euler{Lagrange-egyenleteket.* Feladat [11℄. Hat rozzuk meg k�t v�g�n felf�ggesztett homog�n s£lyos l nalakj t (l ng�rbe).
• 458/−1 :

<k�zel¡t�s jav¡that¢. P�ld ul a Newton-m¢dszer alkalmaz s val kaphatunk jobb k�-zel¡t�seket ad¢ α0, α1, α2, . . . param�tersorozatot.
>k�zel¡t�s jav¡that¢, �s kaphatunk jobb k�zel¡t�seket ad¢ α0, α1, α2, . . . param�terso-rozatot.* Diszkr�t ir ny¡t si feladat. Tipikus esetk�nt tekints�nk egy gy rt si folya-matot, amelyben egy x1 kezdeti  llapotb¢l kiindulva, ha egy w1 vez�rl�st v lasztot-tunk, az x2 = ϕ1(x1, w1)  llapotba jutunk, ahol x1 ∈ RN , w1 ∈W1 ⊂ RM , �s k�zben

k1(x1, w1) k�lts�g l�p fel, majd ha egy w2 vez�rl�st v lasztunk, az x3 = ϕ2(x2, w2) llapotba jutunk, ahol x2 ∈ RN , w2 ∈ W2 ⊂ RM , �s k�zben k2(x2, w2) k�lts�g l�pfel stb. (P�ld ul lehet xj �sszesen N k�miai anyag eloszl sa a j-edik l�p�s el�tt egyvegyipari gy rt si folyamatban.) A ϕj �s kj f�ggv�nyek adottak, �s  lljon a gy r-t s �sszesen n l�p�sb�l; az utols¢ k�lts�gbe annak a k�lts�g�t is bele�rtj�k, hogy av�gterm�k elmarad valamely �ide lis" v�gterm�kt�l. Legyen
Kr(xr, wr, wr+1, . . . , wn) := n

∑

j=r kj(xj , wj)az utols¢ n− r + 1 l�p�s k�lts�ge, �s(r, xr) 7→ Sr(xr) := inf
wr,... ,wn

Kr(xr , wr, wr+1, . . . , wn), Sn+1(xn+1) ≡ 0az £gynevezett Bellman-f�ggv�ny .* T�tel. Az el�z� pont jel�l�seivel,(1) a Bellman-f�ggv�nyre
Sr(xr) = inf

wr∈Wr

kr(xr, wr) + Sr+1(ϕr(xr , wr)), ha r = 1, . . . , n;



(2) az xr �s wj ∈ Wj , j = r, . . . , n v ltoz¢kra a xj+1 = ϕj(xj , wj), j = r, . . . , n�rt�kekkel pontosan akkor teljes�l, hogy
Sr(xr) = Kr(xr, wr , wr+1, . . . , wn),ha

Sj(xj) = kj(xj , wj) + Sj+1(xj+1), j = r, . . . , n.Bizony¡t s. (1)-hez nyilv n
Kr(xr , wr, wr+1, . . . , wn) = kr(xr, wr) +Kr+1(ϕ(xr , wr), wr+1, . . . , wn)teljes�l a k�lts�gekre. Mivel nyilv ninf

wr ,... ,wn

Kr(xr, wr, wr+1, . . . , wn) = inf
wr

inf
wr+1,... ,wn

Kr(xr , wr, wr+1, . . . , wn),kapjuk (1)-et.(2)-h�z tetsz�leges wj ∈ Wj , j = r, . . . , n-re a megfelel� xj+1 = ϕj(xj , wj),
j = r, . . . , n �rt�kekkel

Sr(xr) ≤ kr(xr, wr) + Sr+1(xr+1) ≤ . . . ≤ Kr(xr , wr, wr+1, . . . , wn).Ha az adott �rt�kekre egyenl�s�g  ll, akkor minden�tt egyenl�s�gnek kell  llnia, ¡gykapjuk (2)-t.* K�vetkezm�ny: Bellman-f�le optimum elv. A k�vetkez� k�t  ll¡t s ekvi-valens:(1) az x1 �s wj ∈ Wj , j = 1, . . . , n v ltoz¢kra az xj+1 = ϕj(xj , wj), j = 1, . . . , n�rt�kekkel
S1(x1) = K1(x1, w1, w2, . . . , wn);(2) az x1 �s wj ∈ Wj , j = 1, . . . , n v ltoz¢kra az xj+1 = ϕj(xj , wj), j = 1, . . . , n�rt�kekkel

Sm(xm) = Km(xm, wm, wm+1, . . . , wn)teljes�l, ha m = 1, 2, . . . , n.* Bellman m¢dszere. Meghat rozva az optim lis vez�rl�seket az
Sj(xj) = kj(xj , wj) + Sj+1(xj+1)egyenletekb�l j = n, n− 1, . . . , 1-re xj f�ggv�ny�ben, kapjuk az optim lis vez�rl�st.



• 618/−1 :
<megold ssal.
>megold ssal.* De�n¡i¢: Legyen H val¢s Hilbert-t�r. Az A ∈ H → H oper tor(1) nemexpanx¡v , ha ‖Ax−Ay‖ ≤ ‖x− y‖ minden x, y ∈ dmn(A)-ra;(2) monoton, ha 〈Ax−Ay, x− y〉 ≥ 0 minden x, y ∈ dmn(A)-ra;(3) maxim lis monoton, ha monoton �s 〈b − Ay, x − y〉 ≥ 0 minden y ∈ dmn(A)eset�n Ax = b, azaz nins val¢di monoton kiterjeszt�se;(4) b�v�l�, ha I + µA injekt¡v, �s az inverze nemexpanz¡v minden µ > 0-ra;(5) maxim lis b�v�l�, ha b�v�l� �s (I + µA)−1az eg�sz H-n van �rtelmezve.Vegy�k �szre, hogy ha A nemexpanz¡v, akkor I − A monoton, hiszen x, y ∈dmn(A) eset�n

〈(x− Ax)− (y −Ay), x− y
〉 = 〈x− y, x− y〉 − 〈Ax −Ay, x− y〉
≥ ‖x− y‖2 − ‖Ax−Ay‖‖x− y‖ ≥ 0.* Ǒll¡t s: Legyen H val¢s Hilbert-t�r. Az A ∈ H → H oper tor pontosan akkormonoton, ha b�v�l�.Bizony¡t s. Nyilv n

∥

∥(x+ µAx) − (y + µAy)∥∥= ‖x− y‖2 + 2µ〈Ax−Ay, x− y〉+ µ2‖Ax−Ay‖2.Innen
∥

∥(x+ µAx) − (y + µAy)∥∥≥ ‖x− y‖2minden µ > 0-ra pontosan akkor teljes�l, ha 〈Ax−Ay, x− y〉 ≥ 0.* Ǒll¡t s: Legyen H val¢s Hilbert-t�r. Az A ∈ H → H oper torra ekvivalensek:(1) A monoton �s rng(I +A) = H ;(2) A maxim lis b�v�l�;(3) A maxim lis monoton.Az, hogy (3)-b¢l k�vetkezik (1), Minty t�tele, �s k�s�bb bizony¡tjuk.Bizony¡t s. Tegy�k fel, hogy (1) teljes�l. A Banah-f�le �xpontt�telt fogjukhaszn lni. Az Rλ = (I + µA)−1 oper tor nemexpanz¡v, ¡gy el�g megmutatni, hogyrng(I + µA) = H minden µ > 0-ra. Az x + µAx = z, x ∈ H egyenlet ekvivalens az
x = Lzx, x ∈ H egyenlettel, ahol Lzx = Rλ

((1 − λ/µ)x + (λ/µ)z). Ha µ > λ/2,akkor |1 − λ/µ| < 1 �s ‖Lzx − Lzy‖ ≤ |1 − λ/µ|‖x − y‖ minden x, y ∈ H-ra, ¡gypontosan egy �xpont van. Kezdve λ = 1-gyel �s induki¢val folytatva µ > λ/2n-rekapjuk az  ll¡t st.



Most tegy�k fel, hogy A maxim lis b�v�l�. Ekkor A monoton. Tegy�k fel, hogy
〈b −Ay, x− y〉 ≥ 0 minden y ∈ dmn(A)-ra. Legyen y = yt = (I +A)−1(u+ b+ tz),ha t > 0 �s z ∈ H . Az 〈x − yt, x − yt〉 ≥ 0 egyenl�tlens�get hozz adva a fentihez
〈b − x − Ayt − yt, x − yt〉 ≥ 0, ahonnan 〈zx − yt〉 ≤ 0. Ha t ↓ 0, akkor innen
〈

z, x− (I +A)−1(b+ x)〉≤ 0 minden z ∈ H-ra, azaz x = (I +A)−1(b+ x).* Konvergeniatr�kk maxim lis monotonit ssal: Legyen H val¢s Hilbert-t�r, A ∈ H → H maxim lis monoton oper tor. Ekkor ha Axn ⇀ b �s xn → x vagy
Axn → b �s xn ⇀ x, akkor Ax = b.Bizony¡t s. Mivel 〈Axn − Ay, xn − y〉 ≥ 0, kapjuk, hogy 〈b − Ay, x − y〉 ≥ 0minden y ∈ dmn(A) eset�n.* Komura t�tele: Legyen H val¢s Hilbert-t�r, �s tegy�k fel, hogy A ∈ H → Hmonoton �s rng(I + A) = H . Ekkor minden u0 ∈ dmn(A)-ra l�tezik pontosan egy
u : [0,+∞[ → H folytonos f�ggv�ny, amelyre u(0) = u0 �s u′(t) + Au(t) = 0, ha0 < t < +∞, a deriv ltat gyenge �rtelemben �rtve. Tov bb  erre az egy�rtelm�megold sra(1) u(t) ∈ dmn(A), ha t > 0;(2) u Lipshitz-f�ggv�ny [0,+∞[-en;(3) majdnem minden t > 0-ra a deriv lt a szok sos �rtelemben is l�tezik, �s teljes�la di�ereni legyenlet, valamint ∥∥u′(t)∥∥ ≤ ‖Au0‖;(4) a t 7→ u′(t) f�ggv�ny  ltal nos¡tott deriv ltja a t 7→ u(t) f�ggv�nynek, �s u′ :[0,+∞[ → H gyeng�n folytonos;(5) minden t ≥ 0-ra l�tezik az u′+(t) jobb oldali deriv lt �s u`+(t) +Au(t) = 0.A bizony¡t shoz megjegyezz�k, hogy az  tviteli elv metrikus teret topologikust�rbe k�pez� f�ggv�ny hat r�rt�k�re is �rv�nyes marad.Bizony¡t s. Vegy�k �szre, hogy az A-ra kir¢tt felt�telek azzal ekvivalensek,hogy maxim lis monoton, illetve maxim lis b�v�l�.Az uniit s bizony¡t sa nem neh�z: Legyen u : [0,+∞[ → H egy megold s,amelyre u folytonos �s u′ l�tezik a gyenge �rtelemben. Ekkor

d

dt

∥

∥u(t)∥∥2 = lim
h→0 〈u(t+ h), u(t+ h)〉− 〈u(t), u(t)〉

h= lim
h→0〈u(t+ h)− u(t)

h
, u(t) + u(t+ h)〉 = 2〈u′(t), u(t)〉.Legyen v egy m sik megold s. Ekkor

d

dt

∥

∥u(t)− v(t)∥∥2 = 2〈u′(t)− v′(t), u(t)− v(t)〉= 2〈Au(t)−Av(t), u(t) − v(t)〉 ≤ 0,



¡gy u(t) = v(t) minden t ≥ 0-ra.A l�tez�s bizony¡t s nak a kulsa az Rµ = (I+µA)−1, µ > 0 nemline ris rezol-vens haszn lata, amely a felt�telek szerint egyH → dmn(A) bijekt¡v �s nemexpanz¡vlek�pez�s minden µ > 0-ra. Ennek seg¡ts�g�vel k�pezz�k a nemline ris
Aµ = 1

µ
(I −Rµ), µ > 0Yosida-k�zel¡t�st. A bizony¡t s sz mos l�p�sb�l  ll.I. Megmutatjuk, hogy minden µ > 0-ra �s u, v ∈ H-ra Aµu = ARµu, ‖Aµu −

Aµv‖ ≤ 2‖u − v‖/µ, �s 〈Aµu − Aµv〉 ≥ 0, azaz Aµ monoton �s Lipshitz-f�ggv�ny,tov bb  minden µ > 0-ra �s u ∈ dmn(A)-ra RµAu = Aµu �s ‖Aµu‖ ≤ ‖Au‖.Val¢ban, AµR−1
µ [(R−1

µ −I)/µ = A �s hasonl¢anR−1
µ Aµ = A. Mivel Rµ nemexpanz¡v,

‖Aµu−Aµv‖ = 1
µ

∥

∥(u − v)− (Rµu−Rµv)∥∥ ≤ 2
µ
‖u− v‖,

‖Aµu‖ = 1
µ
‖u−Rµu‖ = 1

µ

∥

∥Rµ(I − µA)u −Rµu
∥

∥ ≤ ‖Au‖.Mivel Rµ nemexpanz¡v, I −Rµ monoton, �s ¡gy Aµ is monoton.II. R�gz¡tett T > 0-ra az A oper torb¢l elk�sz¡tj�k az X = L2[0, T ℄;H) t�r ~Aoper tor t az ( ~Au)(t) = Au(t) de�n¡i¢val; az ~A oper tor azon u f�ggv�nyekre van�rtelmezve, amelyekre u(t) ∈ dmn(A) majdnem minden t-re �s t 7→ Au(t) az X-benvan. Megmutatjuk, hogy az ~A oper tor maxim lis b�v�l�. Az A monotonit s b¢l
〈 ~Au− ~Av, u− v〉X = ∫ T0 〈Au(t)−Av(t), u(t)− v(t)〉 dt ≥ 0.Megmutatjuk, hogy rng(I + ~A) = X . Legyen w ∈ X �s u(t) = (I + A)−1w(t),

v = (I +A)−1(0). Mivel (I + A)−1 nemexpanz¡v, ‖u(t)− v‖2 ≤ ‖w(t)‖2. Integr lva
t szerint u− v ∈ X , azaz u ∈ X .


