
60 3. Hat r�rt�k3.2.2. T�tel. Egy an komplex sz msorozat pontosan akkor konverg l C-ben, ha
ℜ(an) �s ℑ(an) konverg lnak R-ben, �s ha an → A, ℜ(an) → A′, ℑ(an) → A′′, akkor
A = A′ + iA′′. Spei lisan, val¢s sz msorozatokra az R-beli �s a C-beli konvergenia �shat r�rt�k egybeesik. �3.2.3. T�tel. Ha an nullsorozat, bn pedig korl tos sorozat C-ben, akkor anbnnullsorozat. �3.2.4. T�tel. Tegy�k fel, hogy K-ban an → A �s bn → B. Ha a jobb oldal�rtelmezve van, akkor(1) (an + bn) → (A + B);(2) (anbn) → (AB);(3) (1/an) → (1/A). �Megjegyezz�k, hogy a bal oldalon  ll¢ sorozatok esetleg v�ges sok helyen ninsenek�rtelmezve.3.2.5. T�tel. Egy R-beli monoton sorozatnak l�tezik hat r�rt�ke. Monoton n�-veked� sorozat hat r�rt�ke az �rt�kk�szlet�nek fels� hat ra, monoton s�kken� sorozathat r�rt�ke az �rt�kk�szlet�nek als¢ hat ra. �3.2.6. P�ld k. (1) Az an = a0 + nd sz mtani sorozat d = 0 eset�n konstans,konvergens, hat r�rt�ke a0, korl tos, �rt�kk�szlete egyelem�; d 6= 0 eset�n nem korl tos,divergens, �rt�kk�szlete v�gtelen, hat r�rt�ke C-ben ∞. Ha a0 �s d val¢sak, akkor R-benhat r�rt�ke d > 0 eset�n +∞, ha pedig d < 0, akkor −∞.(2) Az an = n2 sorozat nem korl tos, divergens, �rt�kk�szlete v�gtelen, hat r�rt�ke
R-ben +∞.(3) Az an = 1/n sorozat nullsorozat (legyen Nε > 1), korl tos, �rt�kk�szlete v�g-telen. (4) Az an = 1+ (−1)n/n sorozat konvergens, hat r�rt�ke 1, korl tos, �rt�kk�szletev�gtelen.(5) Az an = in sorozat divergens, korl tos, �rt�kk�szlete n�gy elem�, hat r�rt�kenins.3.2.7. Fels� �s als¢ hat r�rt�k. Legyen an egy R-beli sorozat, �s bn = supk≥n ak.A bn sorozat monoton s�kken�, ¡gy l�tezik hat r�rt�ke. Ezt az an sorozat fels� hat r�r-t�k�nek nevezz�k, �s lim supn→∞ an-el jel�lj�k. Teh tlim sup

n→∞

an := lim
n→∞

sup
k≥n

ak.Hasonl¢an, a cn = infk≥n sorozat monoton n�vekv�, ¡gy l�tezik hat r�rt�ke; ezt az ansorozat als¢ hat r�rt�k�nek nevezz�k, �s lim infn→∞ an-el jel�lj�k. Teh tlim inf
n→∞

an := lim
n→∞

inf
k≥n

ak.Mivel nyilv n cn ≤ bn, kapjuk, hogy lim infn→∞ an ≤ lim supn→∞ an.



3.2. Sorozatok �s sorok 613.2.8. T�tel. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel,(1) ha x > lim supn→∞ an, akkor sak v�ges sok olyan index van, amelyre an ≥ x;(2) ha x < lim supn→∞ an, akkor v�gtelen sok olyan index van, amelyre an ≥ x;(3) az el�z� tulajdons gok jellemzik a lim supn→∞ an b�v¡tett val¢s sz mot, azaz ez azegyetlen b�v¡tett val¢s sz m, amely mindk�t tulajdons ggal rendelkezik;(4) ha x < lim infn→∞ an, akkor sak v�ges sok olyan index van, amelyre an ≤ x;(5) ha x > lim infn→∞ an, akkor v�gtelen sok olyan index van, amelyre an ≤ x;(6) az el�z� tulajdons gok jellemzik a lim infn→∞ an b�v¡tett val¢s sz mot, azaz ez azegyetlen b�v¡tett val¢s sz m, amely mindk�t tulajdons ggal rendelkezik;(7) limn→∞ an pontosan akkor l�tezik, ha lim infn→∞ an = lim supn→∞ an, �s ekkorlim infn→∞ an = limn→∞ an = lim supn→∞ an.Bizony¡t s. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seit fogjuk haszn lni. Ha (1) nem teljes�lne,akkor bn ≥ x lenne minden n-re. Ha (2) nem teljes�lne, akkor egy indext�l kezdve
bn ≤ x teljes�lne. (3) abb¢l k�vetkezik, hogy ha A < B, �s A is, B is rendelkezne az (1)�s (2) tulajdons gokkal, akkor v lasztva egy A < x < B sz mot ellentmond st kapn nk.(4){(6) bizony¡t sa teljesen hasonl¢ (1){(3) bizony¡t s hoz.V�g�l ha A = limn→∞ an l�tezik, akkor x > A eset�n (1), x < A eset�n pedig (2)teljes�l, ¡gy A = lim supn→∞ an. Teljesen hasonl¢an ad¢dik, hogy A = lim infn→∞ an.Megford¡tva, ha A = lim infn→∞ an = lim supn→∞ an, akkor b rmely x > A-ra v�ges sokindex kiv�tel�vel an < x, �s b rmely y < A-ra v�ges sok index kiv�tel�vel an > y, ¡gy Ab rmely k�rnyezet�ben a sorozatnak v�ges sok kiv�tel�vel minden tagja benne van. �3.2.9. Ǒll¡t s. Ha an �s bn k�t R-beli sorozat, �s v�ges sok tag kiv�tel�vel an ≤ bn,akkor lim supn→∞ an ≤ lim supn→∞ bn �s lim infn→∞ an ≤ lim infn→∞ bn. �3.2.10. Cauhy-sorozatok. Egy K-beli sorozatot Cauhy-sorozatnak nevez�nk,ha minden ε > 0-hoz van olyan N , hogy ha n, m ≥ N , akkor |xn − xm| < ε.A fogalom jelent�s�g�t az adja, hogy an�lk�l d�nthet�nk seg¡ts�g�vel a konvergen-i r¢l, hogy ismern�nk a hat r�rt�ket.3.2.11. Cauhy-f�le konvergeniakrit�rium. Egy K-beli sorozat pontosanakkor Cauhy-sorozat, ha konvergens.* Bizony¡t s. Az egyik ir ny egyszer�: ha an → A, akkor van olyan N ∈ N, hogy
n ≥ N eset�n |an − A| < ε/2, ¡gy n, m ≥ N eset�n |an − am| ≤ |an − A|+ |A − am| < ε.A megford¡t st el�g val¢s sorozatokra bizony¡tani, mert ha an Cauhy-sorozat, ak-kor a val¢s �s a k�pzetes r�sze is. El�sz�r is vegy�k �szre, hogy egy Cauhy-sorozatkorl tos, mert ha n, m ≥ N eset�n |an − am| < 1, akkor az �rt�kk�szlete K1(aN ) �sv�ges sok egyelem� halmaz egyes¡t�se. Legyen A = lim supn→∞ an. A korl toss g miatt
A ∈ R. Ha x < A, v lasztva ε = (A − x)/2-h�z N -et, supk≥N ak ≥ A miatt van olyan
m ≥ N , hogy am > A − ε. Innen n ≥ N eset�n an > A − 2ε = x. Ez azt jelenti, hogylim infn→∞ an = A, amib�l an → A. �



62 3. Hat r�rt�k* 3.2.12. Megjegyz�s. A raion lis sz mok k�r�ben nem minden Cauhy-sorozatkonvergens. Ha vesz�nk egy olyan raion lis sz mokb¢l  ll¢ monoton n�veked� sorozatot,amelynek R-ben a hat r�rt�ke √2, akkor ez Cauhy-sorozat, de Q-ban nem konvergens.3.2.13. Nevezetes sorozatok hat r�rt�ke.(1) ha p ∈ N+, akkor limn→∞ 1/n1/p = 0;(2) ha a ∈ R+, akkor limn→∞
n
√

a = 1;(3) limn→∞
n
√

n = 1;(4) ha a ∈ R+ �s k ∈ N, akkor limn→∞ nk/(1 + a)n = 0;(5) ha a ∈ C, akkor |a| < 1 eset�n limn→∞ an = 0, a = 1 eset�n limn→∞ an = 1,
|a| = 1, a 6= 1 eset�n an korl tos de nem konvergens, |a| > 1 eset�n an nemkorl tos, ¡gy nem konvergens;(6) ha a ∈ C, akkor limn→∞ an/n! = 0.Bizony¡t s. (1) bizony¡t s hoz legyen N > (1/ε)p.Ha (2)-ben a > 1, akkor legyen xn = n

√
a − 1. Ekkor xn > 0, �s a binomi list�tel alapj n 1 + nxn ≤ (1 + xn)n = a, ¡gy 0 < xn ≤ (a − 1)/n, ez�rt xn → 0. Az

a = 1 eset trivi lis. Ha 0 < a < 1, vegy�k a reiprok t, �s arra alkalmazzuk az eddigbizony¡tottakat.(3) bizony¡t s hoz legyen xn = n
√

n − 1. Ekkor xn ≥ 0, �s a binomi lis t�telalapj n n = (1 + xn)n ≥ n(n − 1)x2n/2. Ez�rt 0 ≤ xn ≤
√2/(n − 1), ha n ≥ 2. �gy(1)-b�l k�vetkezik az  ll¡t s.(4) bizony¡t s hoz legyen K = k + 1. Ha n > 2K, akkor(1 + a)n >

(

n

K

)

aK = n(n − 1) · · · (n − K + 1)
K! aK >

nKaK2KK! .Ez�rt 0 <
nk(1 + a)n <

2KK!
aK

nk−K , ha n > 2K.Mivel k − K = −1, (1) alapj n nk−K → 0.(5)-ben az a = 0 �s a = 1 esetek trivi lisak. A 0 < |a| < 1 esetben |a| = 1/(1 + b)valamely b > 0-ra, ¡gy (4)-b�l k = 0 v laszt ssal k�vetkezik, hogy |a|n �s ¡gy an isnullsorozat. Ha |a| > 1, akkor an nem lehet korl tos, mert akkor 1/|a|n ≥ ε lennevalamely ε > 0-ra. V�g�l ha |a| = 1, a 6= 1, akkor |an| = 1 de
|an+1 − an| = |an+1 − an|/|a|n = |a − 1|,¡gy an nem Cauhy-sorozat.(6) bizony¡t s hoz legyen N = ⌊

|a|
⌋ + 1. Ekkor |a|/n < 1, ha n ≥ N , �s ¡gy

∣

∣

∣

∣

an

n! ∣∣∣∣ = n
∏

k=1 |a|k
≤ |a|

n

N
∏

k=1 |a|k
= |a|N+1

N ! 1
n

,ha n > N , ahonnan k�vetkezik, hogy a sorozat nullsorozat. �



3.2. Sorozatok �s sorok 633.2.14. Sorok. Ha a0, a1, . . . egy K-beli sorozat, akkor a K-beli ∑∞

n=0 an vagy
∑

an v�gtelen sort vagy r�viden sort az sn = ∑n
k=0 ak (n = 0, 1, . . . ) r�szlet�sszegeksorozat val azonos¡tjuk. Az an sz mot a sor n-edik tagj nak nevezz�k. A sor tagjaitrendszerint null t¢l indexelj�k, mert a sorok szorz s n l ez a �lszer�. A r�szlet�ssze-gekb�l visszakaphatjuk a sor tagjait, hiszen a0 = s0 �s an = sn − sn−1, ha n ∈ N+. Aztmondjuk, hogy a ∑∞

n=0 an sor konvergens, �s �sszege A, ha az sn r�szlet�sszegek sorozata
A-hoz konverg l. Ezt, nem teljesen korrekt m¢don, £gy is jel�lj�k, hogy ∑∞

n=0 an = A.Ha a sor nem konvergens, akkor azt mondjuk, hogy divergens. Ha R-ban sn → +∞illetve sn → −∞, akkor azt ¡rjuk, hogy ∑∞

n=0 an = +∞ illetve ∑∞

n=0 an = −∞, deilyenkor a sort nem nevezz�k konvergensnek. Hasonl¢an, ha C-ban sn → ∞, akkor azt¡rjuk, hogy ∑∞

n=0 an = ∞, de ilyenkor a sort nem nevezz�k konvergensnek. A ∑∞

n=1 ansort abszol£t konvergensnek nevezz�k, ha a ∑∞

n=1 |an| sor konvergens. Konvergens, denem abszol£t konvergens sort felt�telesen konvergensnek nevez�nk.A sorozatokra vonatkoz¢ legt�bb t�tel egyszer�en  tfogalmazhat¢k sorokra. P�l-d ul a sorozatok �sszeg�re �s konstansszoros ra vonatkoz¢ t�tel, illetve a Cauhy-f�lekonvergeniakrit�rium az al bbi alakba ¡rhat¢  t:3.2.15. T�tel. Legyen c ∈ K, a K-beli ∑

an �s ∑

bn sorokra ∑

an = A ∈ K �s
∑

bn = B ∈ K. Ha A+B de�ni lva van, akkor ∑(an + bn) = A+B, �s ha cA de�ni lvavan, akkor ∑(can) = cA.Bizony¡t s. A r�szlet�sszegek felhaszn l s val azonnal k�vetkezik. �3.2.16. Cauhy-f�le konvergeniakrit�rium. A K-beli ∑

an sor akkor �ssak akkor konverg l, ha minden ε > 0-hoz van olyan N ∈ N, hogy m ≥ n ≥ N eset�n
∣

∣

∑m
k=n ak

∣

∣ < ε. �3.2.17. K�vetkezm�ny. Ha ∑

an konvergens, akkor limn→∞ an = 0.Bizony¡t s. Legyen m = n. �3.2.18. Ǒll¡t s. Egy nemnegat¡v tag£ sor akkor �s sak akkor konverg l, har�szlet�sszegei korl tos sorozatot alkotnak.Bizony¡t s. A monoton sorozatokra vonatkoz¢ t�telb�l kapjuk. �3.2.19. �sszehasonl¡t¢ krit�rium. Ha v�ges sok n kiv�tel�vel |an| ≤ bn, �s
∑

bn konverg l, akkor ∑

an is.Bizony¡t s. A Cauhy-krit�riumb¢l minden ε > 0-hoz van olyan N , hogy m ≥
n ≥ N eset�n |an| ≤ bn �s ∑m

k=n bk < ε. Innen ∣

∣

∑m
k=n ak

∣

∣ ≤ ∑m
k=n |ak| ≤

∑m
k=n bk < ε,�s ¡gy az  ll¡t s k�vetkezik a Cauhy-krit�riumb¢l. �3.2.20. K�vetkezm�ny. Ha v�ges sok n kiv�tel�vel bn ≥ an ≥ 0, �s ∑

andiverg l, akkor ∑

bn is.Bizony¡t s. Ha ∑

bn konverg lna, akkor ∑

an is. �3.2.21. K�vetkezm�ny. Abszol£t konvergens sor konvergens is.Bizony¡t s. Legyen bn = |an|. �



64 3. Hat r�rt�k3.2.22. K�vetkezm�ny. Tegy�k fel, hogy an, bn > 0 minden n ∈ N+-ra. Ekkor(1) ha limn→∞ an/bn = c > 0, akkor ∑

an pontosan akkor konvergens, ha ∑

bn kon-vergens;(2) ha limn→∞ an/bn = 0, �s ∑

bn konvergens, akkor ∑

an is.Bizony¡t s. Az els� esetben v�ges sok n kiv�tel�vel cbn/2 ≤ an ≤ 2cbn. A m sodikesetben ak rmilyen c > 0-ra v�ges sok n kiv�tel�vel an ≤ cbn. �3.2.23. Leibniz-krit�rium. Ha a pozit¡v tag£ an sorozat monoton s�kken�ennull hoz tart, akkor ∑

n(−1)nan konvergens, �s ha sn a sor n-edik r�szlet�sszege, s pedigaz �sszege, akkor |s − sn| ≤ an+1 minden n-re.Bizony¡t s. Az m > 0 eset�n teljes�l�
|sn+m − sn| = an+1 − an+2 + · · ·+ (−1)m−1an+m ≤ an+1besl�s alapj n a Cauhy-krit�riumb¢l k�vetkezik a konvergenia, �s m → ∞ hat r tme-nettel, hogy |s − sn| ≤ an+1. �3.2.24. N�h ny nevezetes sor.(1) A ∑∞

n=0 an v�gtelen m�rtani sor |a| < 1 eset�n konvergens, �sszege 1/(1− a), m¡g
|a| ≥ 1 eset�n divergens;(2) A ∑∞

n=1 1/n harm¢nikus sor divergens;(3) A ∑∞

n=1(−1)n/n sor konvergens, de nem abszol£t konvergens.Bizony¡t s. Ha |a| ≥ 1, akkor an nem tart null hoz. Induki¢val ∑n
k=0 ak =(1− an+1)/(1− a), ha n ∈ N, ahonnan k�vetkezik (1) m sik r�sze.(2) abb¢l k�vetkezik, hogy az sn = ∑n

k=1 1/k r�szlet�sszegekre
s2n − sn = 2n

∑

k=n+1 1/k ≥
2n
∑

k=n+1 1/(2n) = 1/2.Innen m szerinti teljes induki¢val s2m ≥ (m+1)/2, azaz a r�szlet�sszegek sorozata nemkorl tos.Az, hogy a (3)-ban szerepl� sor konvergens, k�vetkezik a Leibniz-krit�riumb¢l, azpedig, hogy nem abszol£t konvergens, k�vetkezik (2)-b�l. �3.2.25. Cauhy-f�le gy�kkrit�rium. Egy K-beli ∑

an sor, halim sup
n→∞

n
√

|an| < 1,akkor konvergens, ha lim sup
n→∞

n
√

|an| > 1,akkor divergens.Bizony¡t s. Ha α = lim supn→∞
n
√

|an| �s α < 1, akkor α < β < 1 eset�n vanolyan N ∈ N, hogy n ≥ N eset�n n
√

|an| ≤ β, azaz |an| ≤ βn, ¡gy az �sszehasonl¡t¢krit�rium szerint ∑

an abszol£t konvergens. Ha α > 1, akkor α > β > 1 eset�n v�gtelensok n-re |an| ≥ βn > 1, ¡gy an nem tart null hoz. �



3.2. Sorozatok �s sorok 653.2.26. D'Alambert-f�le h nyadoskrit�rium. Egy K-beli, nem nulla tagokb¢l ll¢ ∑

an sorra, ha lim sup
n→∞

|an+1|
|an|

< 1,akkor konvergens, ha lim inf
n→∞

|an+1|
|an|

> 1,vagy ha v�ges sok n kiv�tel�vel |an+1|/|an| ≥ 1, akkor divergens.Bizony¡t s. Ha lim supn→∞ |an+1|/|an| < 1, akkor van olyan β < 1 sz m �s
N ∈ N, hogy n ≥ N eset�n |an+1|/|an| ≤ β. Innen induki¢val |an| ≤ |aN |βn−N ,ha n ≥ N , ¡gy az �sszehasonl¡t¢ krit�rium szerint ∑

an abszol£t konvergens. Halim infn→∞ |an+1|/|an| > 1, akkor van olyan N ∈ N, hogy n ≥ N eset�n |an+1|/|an| ≥ 1.Innen induki¢val |an| ≥ |aN |, ha n ≥ N , ¡gy an nem tart null hoz. �3.2.27. Sorok szorzata. A K-beli ∑∞

n=0 an �s ∑∞

n=0 bn Cauhy-szorzat n vagyr�viden szorzat n a ∑∞

n=0 cn sor �rtj�k, ahol cn = ∑n
k=0 akbn−k, ha n = 0, 1, . . . .Hogy mi�rt ¡gy �lszer� sorok szorzat t de�ni lni, az a hatv nysorokn l v lik vil -goss .3.2.28. Kett�s sor t�tel. Legyen aj,k ∈ K, ha j, k ∈ N. Ha(1) ∞

∑

j=0 ∞
∑

k=0 |aj,k| < +∞vagy(2) ∞
∑

k=0 ∞
∑

j=0 |aj,k| < +∞,akkor az al bbi sorok abszol£t konvergensek �s(3) ∞
∑

j=0 ∞
∑

k=0 aj,k = ∞
∑

k=0 ∞
∑

j=0 aj,k.* Bizony¡t s. Ak r (1), ak r (2) teljes�l, van olyan K val¢s sz m, hogy
m

∑

j=0 n
∑

k=0 |aj,k| ≤ Kminden n, m ∈ N-re. Csak ezt fogjuk haszn lni. R�gz¡tett m-re n → ∞ hat r tmenettel
∑m

j=0 ∑∞

k=0 |aj,k| ≤ K, ahonnan m → ∞ hat r tmenettel ∑∞

j=0 ∑∞

k=0 |aj,k| ≤ K, azaz(1) teljes�l, �s (3)-ban a bal oldalon szerepl� sorok abszol£t konvergensek. Teljesen



66 3. Hat r�rt�khasonl¢an kapjuk, hogy (2) is teljes�l, ¡gy (1) �s (2) ekvivalensek, �s (3)-ban a jobboldalon szerepl� sorok is abszol£t konvergensek. Felt�ve, hogy K a lehet� legkisebb,tetsz�leges ε > 0-ra el�g nagy m-re �s n-re ∑m
j=0 ∑n

k=0 |aj,k| ≥ K − ε. Ha most n′ > n,akkor
∣

∣

∣

m
∑

j=0 n′

∑

k=0 aj,k −
m

∑

j=0 n
∑

k=0 aj,k

∣

∣

∣
≤ ε,amib�l n′ → ∞ hat r tmenettel

∣

∣

∣

m
∑

j=0 ∞
∑

k=0 aj,k −
m

∑

j=0 n
∑

k=0 aj,k

∣

∣

∣
≤ ε.Hasonl¢an kaphat¢, hogy

∣

∣

∣

n
∑

k=0 ∞
∑

j=0 aj,k −
m

∑

j=0 n
∑

k=0 aj,k

∣

∣

∣
≤ ε,amib�l

∣

∣

∣

n
∑

k=0 ∞
∑

j=0 aj,k −
m

∑

j=0 ∞
∑

k=0 aj,k

∣

∣

∣
≤ 2ε.Ha most n → ∞, majd m → ∞, akkor kapjuk a t�tel  ll¡t s t. �3.2.29. K�vetkezm�ny: sorok  trendez�se. Ha p : N → N egy permut i¢(azaz bijeki¢), �s a K-beli ∑∞

n=0 an sor abszol£t konvergens, �sszegeA, akkor a ∑∞

n=0 apnsor is abszol£t konvergens, �s �sszege A.A k�vetkezm�ny alapj n ha M megsz ml lhat¢ v�gtelen halmaz, am ∈ K, ha m ∈
M , �s van olyan K val¢s sz m, hogy b rmely v�ges M ′ ⊂ M -re ∑

m∈M ′ |am| ≤ K, akkorb rmely p : N → M bijeki¢ra a ∑∞

n=0 apn
�sszeg ugyanaz. Jel�l�se: ∑

m∈M am.Bizony¡t s. Legyen aj,k = aj , ha k = pj , egy�bk�nt nulla, �s alkalmazzuk a kett�ssor t�telt. �3.2.30. K�vetkezm�ny: sorok  tz r¢jelez�se. Ha a K megsz ml lhat¢ hal-maz a Kj , j ∈ J diszjunkt halmazok megsz ml lhat¢ uni¢ja, ak ∈ K, ha k ∈ K, �s
∑

k∈K |ak| < ∞, akkor
∑

k∈K

ak = ∑

j∈J

∑

k∈Kj

ak.Bizony¡t s. Feltehetj�k, hogy K, J ⊂ N. Legyen aj,k = ak, ha k ∈ Kj, egy�bk�ntnulla, �s alkalmazzuk a kett�s sor t�telt. �



3.2. Sorozatok �s sorok 67* 3.2.31. Riemann  trendez�si t�tele. Ha a ∑

an val¢s sz msor konvergens,de nem abszol£t konvergens, akkor tetsz�leges α, β ∈ R, α ≤ β eset�n van a sornakolyan ∑

bn  trendez�se amelynek sn = ∑n
k=0 bk r�szlet�sszegeire lim infn→∞ sn = α �slim supn→∞ sn = β.Bizony¡t s. A ∑∞

n=0max{an, 0} illetve ∑∞

n=0min{an, 0} sorok mindketten di-vergensek: ha sak az egyik lenne konvergens, akkor �sszeg�k, a ∑∞

n=1 an sor diver-gens lenne, ha pedig mindkett� konvergens lenne, akkor k�l�nbs�g�k, a ∑∞

n=1 |an| soris konvergens lenne. V lasszunk olyan, monoton s�kken� αn illetve monoton n�veke-d� βn val¢s sz msorozatokat, amelyekre αn ≤ βn minden n-re, �s limn→∞ αn = α,limn→∞ βn = β. Els� l�p�sk�nt tekints�k a negat¡v an-ek k�z�l az els� n�h nyat | ezeklesznek b0, b1, . . . , bn1 | addig, am¡g m1 = n1 jel�l�ssel ∑m1
j=0 bj kisebb nem lesz, mint

α1. M sodik l�p�sk�nt tekints�k a nemnegat¡v an-ek k�z�l az els� n�h nyat | ezek lesz-nek bm1+1, bm1+2, . . . , bm1+p1 | addig, am¡g m2 = m1 + p1 jel�l�ssel ∑m2
j=0 bj nagyobbnem lesz, mint β1. �gy folytatjuk, felv ltva v lasztva negat¡v, majd nemnegat¡v tagokat:ha b0, b1, . . . , bm2k

m r ki van v lasztva, �s eddig ank
az utols¢ felhaszn lt negat¡v tag,akkor tekints�k az nk-n l nagyobb index� negat¡v an-ek k�z�l az els� n�h nyat | ezeklesznek bm2k+1, bm2k+2, . . . , bm2k+nk+1 | addig, am¡g m2k+1 = m2k + nk+1 jel�l�ssel

∑m2k+1
j=0 bj kisebb nem lesz, mint αk+1, majd tekints�k a pk-n l nagyobb index� nemne-gat¡v an-ek k�z�l az els� n�h nyat | ezek lesznek bm2k+1+1, bm2k+1+2, . . . , bm2k+1+pk+1| addig, am¡g m2k+2 = m2k+1+pk+1 jel�l�ssel ∑m2k+2

j=0 bj nagyobb nem lesz, mint βk+1.Mivel n1 < n2 < . . . �s p1 < p2 < . . . , minden an-et felhaszn ltunk, teh t bn az an  t-rendez�se. Mivel sm2k
> βk, de m2k ≤ j < m2k+2 eset�n sj ≤ βk+1 + am2k

, azt kapjuk,hogy
β = lim sup

k→∞

βk ≤ lim sup
j→∞

sj ≤ lim sup
k→∞

βk+1 + lim sup
k→∞

am2k
= β.Hasonl¢an ad¢dik, hogy lim infn→∞ sn = α. �3.2.32. T�tel. Ha a K-beli ∑∞

n=0 an �s ∑∞

n=0 bn sorok abszol£t konvergensek,�sszeg�k A illetve B, akkor a ∑∞

n=0 cn szorzatuk is abszol£t konvergens, �s �sszege AB.* Bizony¡t s. Alkalmazzuk a kett�s sor t�telt aj,k = ajbk−j , ha j ≤ k �s aj,k = 0egy�bk�nt v laszt ssal. �3.2.33. Abel folytonoss gi t�tele. Ha a K-beli ∑∞

n=0 an sor konvergens �s�sszege A, akkor limt↑1 ∑∞

n=0 antn = A.* Bizony¡t s. Mivel a0 helyettes¡thet� a0 − A-val, feltehetj�k, hogy A = 0. Mivel
sn = ∑n

k=0 ak null hoz tart, korl tos is valamely K korl ttal. Tetsz�leges 0 < t < 1mellett
∞
∑

k=0 aktk = (1− t) ∞
∑

k=0 sktk,mert a szerepl� sorok abszol£t konvergensek, ¡gy beszorz s ut n a jobb oldali sor  tren-dezhet� �s  tz r¢jelezhet�, �s a bal oldalit adja. Legyen ε > 0, �s legyen N -re |sn| < ε/2,



68 3. Hat r�rt�kha n ≥ N . Ekkor
∣

∣

∣

∞
∑

k=0 aktk
∣

∣

∣
≤ (1− t)(N−1

∑

k=0 |sktk|+ ∞
∑

k=N

|sktk|
)

< (1− t)KN + ε2 .Innen k�vetkezik az  ll¡t s. �3.2.34. K�vetkezm�ny: Abel t�tele. Ha a K-beli ∑∞

n=0 an �s ∑∞

n=0 bn sorok,valamint a ∑∞

n=0 cn Cauhy-szorzatuk is konvergens, az �sszegek rendre A, B illetve C,akkor C = AB.* Bizony¡t s. Vegy�k �szre, hogy a binomi lis t�tel szerint minden 0 < t < 1-re
(

∞
∑

n=0 antn
)(

∞
∑

n=0 bntn
) = ∞

∑

n=0 cntn,majd alkalmazzuk Abel folytonoss gi t�tel�t. �3.2.35. Sz mrendszerek. Legyen q > 1 term�szetes sz m, �s legyen A ∈ R+.Ekkor l�tezik olyan n ∈ Z �s olyan ak ∈ {0, 1, . . . , q − 1}, k = n, n+1, n+2, . . . sorozat,amelyre an 6= 0 �s(1) A = ∞
∑

k=n

ak

qk
.Ha az el� ll¡t s v laszthat¢ v�gesnek is, azaz(2) A = m

∑

k=n

ak

qkalak£nak, ahol am 6= 0, akkor nem egy�rtelm�, de sak egy m sik el� ll¡t s l�tezik, ez
A = m−1

∑

k=n

ak

qk
+ am − 1

qm
+ ∞

∑

k=m+1 q − 1
qk

,egy�bk�nt n �s az an, an+1, an+2, . . . jegyek egy�rtelm�ek.Nyilv n 0 is el� ll¡that¢ (1) alakban, l�nyeg�ben egy�rtelm�en: n tetsz�leges �s
ak = 0 minden k ≥ n-re.



3.2. Sorozatok �s sorok 69* Bizony¡t s. Legyen n az a legkisebb eg�sz sz m, amelyre 1/qn ≤ A. Mivel na legkisebb, 1/qn ≤ A < 1/qn−1 = q/qn, azaz 1 ≤ qnA < q. Legyen an = ⌊qnA⌋.Ekkor an ∈ {1, 2, . . . , q − 1}, 0 ≤ qnA − an < 1, azaz An = A − an/qn jel�l�ssel
A = an/qn+An �s 0 ≤ An < 1/qn. Tegy�k fel, hogy induki¢val ak ∈ {0, 1, . . . , q−1} �s0 ≤ Ak < 1/qk, k = n, n+1, . . . , m m r de�ni lva van £gy, hogy A = Am+∑m

k=n ak/qk.Ekkor 0 ≤ qm+1Am < q, �s ha am+1 = ⌊qm+1Am⌋, Am+1 = Am − am+1/qm+1, akkor0 ≤ Am+1 < qm+1 �s A = Am+1 + ∑m+1
k=n ak/qk. Mivel limm→∞ Am = 0, azt kapjuk,hogy A = ∑∞

k=n ak/qk.Az egy�rtelm�s�g bizony¡t s hoz el�sz�r is vegy�k �szre, hogy ha (2) fenn ll, akkor(3) is. Legyen A ∈ R+, �s tegy�k fel, hogy A = ∑∞

k=n ak/qk = ∑∞

k=n′ a′
k/qk, ahol

an 6= 0, ak ∈ {0, 1, . . . , q − 1}, ha k = n, n + 1, . . . �s a′
n′ 6= 0, ak ∈ {0, 1, . . . , q − 1}, ha

k = n′, n′ + 1, . . . . Feltehetj�k, hogy n ≤ n′. Legyen a′
k = 0, ha n ≤ k < n′, �s ¡rjuk am sodik el� ll¡t st A = ∑∞

k=n a′
k/qk alakba. Legyen m a legkisebb olyan index, amelyre

am 6= a′
m. Feltehetj�k, hogy am > a′

m. A k�t el� ll¡t st kivonva egym sb¢l,
am − a′

m

qm
= ∞

∑

k=m+1 a′
k − ak

qk
≤

∞
∑

k=m+1 q − 1
qk

= q − 1
qm+1 ∞

∑

k=0 1
qk

= 1
qm

.Innen a′
m = am − 1 �s az egyenl�tlens�g egyenl�s�g, amib�l a′

k = q − 1 �s ak = 0 minden
k > m-re. �* 3.2.36. K�vetkezm�ny. A ℘(N) halmaz �s ℄0, 1℄ ekvivalensek.Bizony¡t s. Minden n ∈ N-re ℘(N)-nak megsz ml lhat¢ sok olyan A eleme van,amelyre ♮(A) ≤ n. �gy N �sszes v�ges r�szhalmazainak F halmaza megsz ml lhat¢. Ha
A ⊂ N, jel�lje χA az A halmaz N-en �rtelmezett karakterisztikus f�ggv�ny�t. Az

A 7→
∞
∑

k=0 χA(k)2k+1lek�pez�s k�ls�n�sen egy�rtelm�en k�pezi le a ℘(N) \F halmazt, azaz N �sszes v�gtelenr�szhalmazait ℄0, 1℄-re. �gy ℄0, 1℄ ∼ ℘(N) \ F ∼ ℘(N). �3.2.37. K�vetkezm�ny. Ha R egy r�szhalmaz nak van bels� pontja, akkor nemlehet megsz ml lhat¢.* Bizony¡t s. Ha az A ⊂ R halmaznak van bels� pontja, akkor tartalmaz egy ℄a, b℄,
a, b ∈ R, a < b intervallumot, ez viszont ekvivalens ℄0, 1℄-el. �gy az el�z� t�tel szerint ℄a, b℄nem megsz ml lhat¢. Innen A sem lehet megsz ml lhat¢, mert megsz ml lhat¢ halmazb rmely r�szhalmaza is megsz ml lhat¢. �* 3.2.38. V�gtelen szorzatok. Ha a0, a1, . . . egy K-beli sorozat, akkor a K-beli
∏∞

n=0 an vagy ∏

an v�gtelen szorzatot a pn = ∏n
k=0 ak (n = 0, 1, . . . ) r�szletszorzatoksorozat val azonos¡tjuk. Az an sz mot a sor n-edik t�nyez�j�nak nevezz�k. Azt mondjuk,hogy a ∏∞

n=0 an szorzat konvergens, �s �rt�ke A, ha a pn r�szletszorzatok sorozata A-hozkonverg l. Ezt, nem teljesen korrekt m¢don, £gy is jel�lj�k, hogy ∏∞

n=0 an = A. Ha a



70 3. Hat r�rt�kszorzat nem konvergens, akkor azt mondjuk, hogy divergens. Ha R-ban pn → +∞ illetve
pn → −∞, akkor azt ¡rjuk, hogy ∏∞

n=0 an = +∞ illetve ∏∞

n=0 an = −∞, de ilyenkor aszorzatot nem nevezz�k konvergensnek. Hasonl¢an, ha C-ban pn → ∞, akkor azt ¡rjuk,hogy ∏∞

n=0 an = ∞, de ilyenkor a szorzatot nem nevezz�k konvergensnek.3.3. Elemi f�ggv�nyek3.3.1. Hatv nysorok. A polinomok  ltal nos¡t sai a hatv nysorok. A
∞
∑

n=0 an(x − c)nalak£ f�ggv�nysorokat (x, c, a0, a1, . . . ∈ K) hatv nysornak nevezz�k; a0, a1, . . . a hat-v nysor egy�tthat¢i, c a hatv nysor konvergeniak�z�ppontja. Az ut¢bbi elnevez�s �r-telm�re a k�vetkez� t�tel vil g¡t r .3.3.2. Cauhy{Hadamard-t�tel. Az el�z� pont jel�l�seivel, legyen
R = 1/ lim sup

n→∞

n
√

|an|(itt 1/0 = +∞). Ekkor |x − c| < R eset�n ∑∞

n=0 an(x − c)n abszol£t konvergens,
|x − c| > R eset�n pedig divergens.* Bizony¡t s. Alkalmazzuk a gy�kkrit�riumot:lim sup

n→∞

n

√

∣

∣an(x − c)n∣

∣ = |x − c| lim sup
n→∞

n
√

|an| = |x − c|
R

.3.3.3. Konvergeniasug r, konvergeniatartom ny. Az el�z� pont jel�l�sei-vel, R a hatv nysor konvergeniasugara, {x ∈ K : |x − c| < R} pedig a konvergeniatar-tom nya.3.3.4. P�ld k. A ∑∞

n=0 nnxn hatv nysor konvergeniasugara nulla, �s sak a nullapontban konvergens. A ∑∞

n=0 xn hatv nysor konvergeniasugara 1; ha |x| = 1, akkordiverg l, mivel az  ltal nos tag nem tart null hoz. A ∑∞

n=1 xn/n hatv nysor konvergen-iasugara 1; ha x = 1, akkor a sor diverg l, ha x = −1, akkor konverg l, de nem abszol£tkonvergens. A ∑∞

n=1 xn/n2 hatv nysor konvergeniasugara 1; ha |x| = 1, akkor a sorabszol£t konvergens, mivel
k

∑

n=1 1
n2 ≤ 1 + k

∑

n=2 1
n(n − 1) = 1 + k

∑

n=2( 1
n − 1 − 1

n

) = 2− 1
k

< 2,ha k > 1.


