
104 5. Integr lsz m¡t sA v�gtelen kisinyek haszn lata nagyon sok buktat¢t tartalmaz. P�ld ul egysze-r� gondolatmenet�nkb�l nem vil gos, hogy mi�rt nem di�ereni lhat¢ minden folytonosf�ggv�ny. M�g fontosabb ellenvet�s, hogy a val¢s sz mok k�z�tt ninsenek v�gtelen kisi-nyek: az arhim�d�szi tulajdons g szerint b rmely nem nulla val¢s sz mhoz van olyan n,hogy a sz mot n-szer �sszeadva saj t mag val, az �sszeg abszol£t �rt�ke nagyobb lesz 1-n�l, ¡gy a sz m abszol£t �rt�ke nagyobb, mint 1/n. B r a gondolatmenetek �nom¡that¢k,�s a val¢s sz mok halmaz nak b�v¡t�s�vel a v�gtelen kisinyek is �megmenthet�k", mav�ges dx, dy, stb., v ltoz sokkal dolgozunk, majd hat r tmenetet vesz�nk. Semmi semg tolja azonban, hogy heurisztikus gondolatmenetben v�gtelen kisinyeket haszn ljunk,sak az ¡gy megsejtett �sszef�gg�seket be is kell bizony¡tani.Az al bbiakban n�h ny ilyen heurisztikus gondolatmenettel kaphat¢ eredm�nyt isbemutatunk.5.3.2. G�rbe hossza, heurisztikusan. Legyen −∞ < a < b < +∞ �s t 7→
z(t) egy, az [a, b℄ intervallumot C-be k�pez� folytonosan di�ereni lhat¢ f�ggv�ny. Ezenf�ggv�ny tekinthet� egy pont mozg s nak. A dt id�re es� elmozdul s dz, ennek hossza
|dz|, ¡gy a teljes hossz
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∣z′(t)∣∣ dt.A g�rbe hossz t k�s�bb pontosan de�ni ljuk, �s az �sszef�gg�st (nem sak s¡kg�r-b�kre) bebizony¡tjuk.Legyen z : [a, b℄ → C egy sima (azaz folytonosan di�ereni lhat¢) s¡kg�rbe. Haderiv ltja sehol sem nulla, akkor az s = ϕ(t) = ∫ t
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|z′| ¡vhossz szigor£an monoton n�ve-ked� �s folytonosan di�ereni lhat¢ f�ggv�nye t-nek. A w(s) = z
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ϕ−1(s)) = 1,azaz a deriv ltja egys�gvektor. Ilyen param�terez�seket a s¡kg�rbe term�szetes param�-terez�s�nek fogunk nevezni. Term�szetes param�terez�s haszn lata sokszor egyszer�s¡tia sz mol sokat.Legyen z : [a, b℄ → C egy s¡kg�rbe term�szetes param�terez�ssel. Ha z foly-tonosan di�ereni lhat¢, akkor b rmely s ∈ [a, b℄ pontra az e(s) = z′(s) vektort a
z g�rbe s pontbeli �rint� egys�gvektor nak nevezz�k. (Tetsz�leges param�terez�sbenadott s¡kg�rbe deriv ltj t is �rint�vektornak nevezz�k, ez nem felt�tlen�l egys�gvektor.)Ha z k�tszer folytonosan di�ereni lhat¢, akkor e(s)e(s) = 1 di�ereni l s val kapjuk,hogy ℜ

(

e′(s)e(s)) = 0, teh t e′(s)/e(s) tiszta k�pzetes, azaz e′(s) mer�leges e(s)-re. A
κ(s) = ∣

∣e′(s)∣∣ sz mot az s-beli g�rb�letnek nevezz�k. Ha κ ≡ 0, akkor e konstans, �s regyenes, r(s) = r(s0) + (s − s0)e. Ha κ(s) 6= 0, akkor az n(s) = e′(s)/κ(s) vektort az
s-beli f�norm lisnak nevezz�k.Legyenek most az s0 �s κ0 > 0 val¢s sz mok, a C-beli e0 �s n0 egym sra mer�legesegys�gvektorok, valamint az z0 ∈ C vektor adottak. Legyen R = 1/κ0. Tekints�k az
z(s) = (z0+Rn0)−R os((s− s0)/R

)

n0+R sin((s− s0)/R
)

e0, s0−πR ≤ s ≤ s0+πR
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∣z′(s)∣∣ = ∣

∣

∣
− sin((s− s0)/R

)

n0 +os((s− s0)/R
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e0∣∣∣ = 1, a param�ter term�-szetes param�ter. Tov bb  z(s0) = r0, e(s0) = e0, κ(s0) = κ0 �s n(s0) = n0, ¡gy
z(s) = z0 + (s − s0)e0 + κ02 (s − s0)2n0 + ω(s − s0),ahol ω(s − s0) m�g (s − s0)2-el osztva is null hoz tart. Ha most ~z tetsz�leges k�tszerfolytonosan di�ereni lhat¢ g�rbe term�szetes param�terez�ssel, amelynek az s0 pontbanaz �rt�ke z0, �rint�je e0, g�rb�lete κ0 �s f�norm lisa n0, akkor ~z(s) − z(s) tart null -hoz m�g (s − s0)2-el osztva is. Ez�rt szok s a fenti k�rt a g�rbe s0 ponthoz tartoz¢simul¢k�r�nek nevezni. Megmutathat¢, hogy megfelel� felt�telek mellett a simul¢k�rl�nyeg�ben egy�rtelm�.5.3.3. Pol rkoordin t kkal adott szektor ter�lete, heurisztikusan. Legyen

−π < α < β ≤ +π �s ϕ 7→ r(ϕ) egy [α, β℄-t R+-ba k�pez� folytonos f�ggv�ny. A
S := {

z ∈ C : 0 < |z| ≤ r(ϕ) �s α ≤ ϕ ≤ β, ahol ϕ = arg(z)}szektorszer� s¡kidomra, a ϕ �s ϕ+dϕ k�z�tt sz�gekhez tartoz¢ r�sz k�zel¡t�leg h romsz�g,amelynek ter�lete
r(ϕ)22 dϕ,¡gy a teljes ter�let 12 ∫ β

α

r(ϕ)2 dϕ.A ter�letet k�s�bb pontosan de�ni ljuk, �s tanulunk olyan t�teleket, amelyek seg¡ts�g�velaz �sszef�gg�s k�nnyen k�vetkezik.5.3.4. Forg stest t�rfogata, heurisztikusan. Legyen −∞ < a < b < +∞ �s
f : [a, b℄ → R+ egy folytonos f�ggv�ny. A f�ggv�ny gra�konj nak megforgat s val kapott

T := {(x, y, z) ∈ R
3 : a ≤ x ≤ b, y2 + z2 ≤ f(x)2}forg stest azon r�sze, amelynek els� koordin t ja x �s x+dx k�z� esik, k�zel¡t�leg henger,amelynek magass ga dx, alapter�lete pedig πf(x)2, teh t t�rfogata
πf(x)2 dx,¡gy a teljes t�rfogat

π

∫ b

a

f(x)2 dx.A t�rfogatot k�s�bb pontosan de�ni ljuk, �s tanulunk olyan t�teleket, amelyek seg¡ts�-g�vel az �sszef�gg�s k�nnyen k�vetkezik.



106 5. Integr lsz m¡t s5.3.5. Forg sfel�let felsz¡ne, heurisztikusan. Legyen −∞ < a < b < +∞ �s
f : [a, b℄ → R

+ egy folytonos f�ggv�ny. A f�ggv�ny gra�konj nak megforgat s val kapott
F := {(x, y, z) ∈ R

3 : a ≤ x ≤ b, y2 + z2 = f(x)2}forg sfel�let azon r�sze, amelynek els� koordin t ja x �s x + dx k�z� esik, k�zel¡t�legsonkak£ppal st, amelynek ker�lete 2πf(x), magass ga dx, ¡gy alkot¢j nak hossza
√

dx2 + df2 = √

dx2 + f ′(x)2 dx2 = dx
√1 + f ′(x)2,teh t felsz¡ne k�zel¡t�leg 2πf(x)√1 + f ′(x)2 dx,¡gy a teljes fel�let 2π ∫ b

a

f(x)√1 + f ′(x)2 dx.A felsz¡nt k�s�bb pontosan de�ni ljuk, �s tanulunk olyan t�teleket, amelyek seg¡ts�g�velaz �sszef�gg�s k�nnyen k�vetkezik.5.3.6. T�meg, t�megk�z�ppont, tehetetlens�gi nyomat�k. Tekints�nk egy
T testet, amelynek s�r�s�ge az x, y, z koordin t kkal megadott pontban ̺(x, y, z). Atesten k¡v�l a s�r�s�get tekints�k null nak. Tegy�k fel, hogy a test minden pontj nakels�, m sodik, illetve harmadik koordin t ja rendre x0 �s x1, y0 �s y1, illetve z0 �s z1k�z� esik. Mivel a test azon r�sz�nek t�mege, amelynek els�, m sodik, illetve harmadikkoordin t ja rendre x �s x+dx, y �s y+dy, illetve z �s z+dz k�z� esik, ̺(x, y, z) dx dy dz,a test t�mege

M = ∫ z1
z0 ∫ y1

y0 ∫ x1
x0 ̺(x, y, z) dx dy dz.Ha a gravit i¢s gyorsul s g, a test s£lya Mg. Felt�ve, hogy a gravit i¢s gyorsul sp rhuzamos a z tengellyel, sz m¡tsuk ki az y tengelyre vonatkoz¢ forgat¢nyomat�kot.Mivel a test azon r�sz�t�l sz rmaz¢ forgat¢nyomat�k, amelynek els�, m sodik, illetveharmadik koordin t ja rendre x �s x + dx, y �s y + dy, illetve z �s z + dz k�z� esik,

x̺(x, y, z) dx dy dz, a teljes forgat¢nyomat�k
∫ z1

z0 ∫ y1
y0 ∫ x1

x0 x̺(x, y, z) dx dy dz.Ez meg kell egyezzen azzal a forgat¢nyomat�kkal, amelyet akkor kapn nk, ha a test teljes
M t�mege az S = (xS , yS , zS) s£lypontban (t�megk�z�ppontban) lenne. Innen

xS = 1
M

∫ z1
z0 ∫ y1

y0 ∫ x1
x0 x̺(x, y, z) dx dy dz.Hasonl¢an ad¢dik, hogy

yS = 1
M

∫ z1
z0 ∫ y1

y0 ∫ x1
x0 y̺(x, y, z) dx dy dz
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zS = 1

M

∫ z1
z0 ∫ y1

y0 ∫ x1
x0 z̺(x, y, z) dx dy dz.V�g�l hat rozzuk meg z tengelyre vonatkoz¢ �zz tehetetlens�gi nyomat�kot. Mivela test azon r�sz�t�l sz rmaz¢ tehetetlens�gi nyomat�k, amelynek els�, m sodik, illetveharmadik koordin t ja rendre x �s x + dx, y �s y + dy, illetve z �s z + dz k�z� esik,(x2 + y2)̺(x, y, z) dx dy dz, a teljes tehetetlens�gi nyomat�k�zz = ∫ z1

z0 ∫ y1
y0 ∫ x1

x0 (x2 + y2)̺(x, y, z) dx dy dz.5.3.7. K�zel¡t� sz m¡t sok. Az alapgondolat egy f�ggv�ny �rt�k�t, integr lj t,deriv lj t, z�rushely�t stb. £gy k�zel¡teni, hogy vessz�k a f�ggv�ny egy k�zel¡t�s�t (p�l-d ul egy Lagrange-interpol i¢val kaphat¢ polinomk�zel¡t�st), �s ennek vessz�k az �rt�-k�t, integr lj t, deriv ltj t, z�rushely�t stb. Itt egy [a, b℄ korl tos val¢s intervallumon�rtelmezett, val¢s �rt�k� f�ggv�ny k�zel¡t� integr l s t fogjuk vizsg lni. Az ¡gy ad¢d¢legegyszer�bb formul k az
∫ b

a

f(x) dx ≈ (b − a)f (

a + b2 )�rint�formula, az
∫ b

a

f(x) dx ≈
b − a2 (

f(a) + f(b))trap�zformula, �s az
∫ b

a

f(x) dx ≈
b − a6 (

f(a) + 4f (

a + b2 ) + f(b))Simpson-formula. Az �rint�formula neve onnan ered, hogy ha a f�ggv�nyt az interval-lum k�z�ppontj ban vett �rint�vel k�zel¡tj�k, akkor ezt a formul t kapjuk. A Simpson-formula parabolikus interpol i¢nak felel meg. K�nnyen megmutathat¢, hogy ha egy testt�rfogat t a Simpson-formul val £gy k�zel¡tj�k, hogy
V ≈

m6 (Ta + 4Tk + Tf ),ahol Ta, Tk, Tf rendre az alaplap, a k�z�pmetszet, illetve a fed�lap ter�letei, �s m amagass g, akkor henger, has b, k£p, g£la, g�mb, sonkak£p �s sonkag£la eset�n pontos�rt�ket kapunk.Gyakran ezekkel az egyszer� formul kkal nem �r�nk �lt. Ekkor az �rtelmez�sitartom nyt kisebb r�szekre osztjuk, minden kis r�szen egy k�zel¡t�st v lasztunk, ennekaz integr lj t sz m¡tjuk ki, �s a kis r�szeken vett integr lokat �sszeadjuk. P�ld ul ha



108 5. Integr lsz m¡t segy [a, b℄ intervallumon egy f�ggv�ny integr lj t akarjuk k�zel¡teni, az intervallumot h =(b − a)/n hossz£s g£ egyenl� r�szekre osztva az xk = a + kh beoszt st kapjuk, �s az
∫ b

a

f(x) dx ≈
b − a2n (

f(x0) + 2f(x1) + 2f(x2) + · · ·+ 2f(xn−1) + f(xn)).�sszetett trap�zformula, illetve az
∫ b

a

f(x) dx ≈
b − a3n (

f(x0) + 4f (

x0 + x12 ) + 2f(x1) + 4f (

x1 + x22 )+ 2f(x2) + · · ·+ 4f (

xn−1 + xn2 ) + f(xn)).�sszetett Simpson{formula ad¢dik. A pontoss g az oszt¢pontok sz m nak n�vel�s�veln�velhet�.5.3.8. A Newton-m¢dszer. Egy f(x) = 0 egyenlet gy�k�nek meghat roz s raterm�szetes m¢don ad¢dik egy k�zel¡t� m¢dszer, ha egy adott xn �rt�k k�zel�ben f -et aline ris r�sz�vel k�zel¡tj�k. Ekkor az
f(xn) + f ′(xn)(x − xn) ≈ 0egyenletet kapjuk, amib�l

x ≈ xn −
f(xn)
f ′(xn) ,¡gy a k�vetkez� k�zel¡t�sre

xn+1 = xn −
f(xn)
f ′(xn) .Az iter i¢  ltal ban sak a gy�k k�zvetlen k�zel�b�l ind¡tva konvergens, ekkor viszontigen gyorsan konverg l: az �rt�kes jegyek sz ma  ltal ban minden l�p�sben megdupl -z¢dik. A konvergenia biztosabb  tehet�, ha kezdetben relax i¢t alkalmazunk:

xn+1 = xn − tn
f(xn)
f ′(xn)alakban keress�k a k�vetkez� k�zel¡t�st, ahol tn pozit¡v val¢s sz m. Elj rhatunk £gy,hogy el�sz�r tn = 1-el pr¢b lkozunk; ha az ¡gy kapott xn+1-re ∣

∣f(xn+1)∣∣ <
∣

∣f(xn)∣∣,akkor ezt v lasztjuk k�vetkez� k�zel¡t�snek, egy�bk�nt tn-et s�kkentj�k. Az iter i¢sak akkor szakad meg, ha valamelyik l�p�sben f ′(xn) = 0.5.3.9. Di�ereni legyenletek. A term�szettudom nyokban az ismeretlen gyak-ran egy x 7→ y(x) f�ggv�ny, amelyet egy r  vonatkoz¢
f(x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = g(x, y, y′, y′′, . . . , y(n))alak£ egyenletb�l, £gynevezett di�ereni legyenletb�l kell meghat roznunk, amelyben

f �s g adott f�ggv�nyek. A di�ereni legyenletekkel r�szletesen a harmadik f�l�vbenfoglalkozunk, itt sak k�t nagyon spei lis esetet tekint�nk.


