
42 2. Sz mokHa p = a + bi + cj + dk, ahol a, b, c, d ∈ R, akkor az a val¢s sz mot a p val¢sr�sz�nek, a bi + cj + dk kvaterni¢t pedig a p k�pzetes r�sz�nek nevezz�k. Jel�l�s�k:
ℜ(p) illetve ℑ(p). (A jel�l�s elt�r a komplex sz mokn l szok sost¢l!) A p konjug ltja a
p = a−bi−cj−dk kvaterni¢. A komplex sz mokra a szok sos konjug l st kapjuk vissza.Egy kvaterni¢ pontosan akkor val¢s, ha megegyezik a konjug ltj val, azaz b = c = d = 0.Ha egy kvaterni¢ val¢s r�sze nulla, akkor tiszt n k�pzetesnek nevezz�k. A de�n¡i¢alapj n azonnal k�vetkeznek a p = p, p + q = p + q, pq = q p (si!), p + p = 2ℜ(p),
p − p = 2ℑ(p), ha p, q ∈ H �sszef�gg�sek.2.3.10. Kvaterni¢k �s a h romdimenzi¢s euklid�szi t�r. A kvaterni¢k a fen-tiek alapj n R4 (azaz a n�gydimenzi¢s t�rid�) pontjainak is tekinthet�k. A kvaterni¢k�sszead sa megfelel az R4-beli �sszead snak. A tiszt n k�pzetes kvaterni¢k R3-mal, �s¡gy a h rom dimenzi¢s t�r pontjaival azonos¡that¢k: egy der�ksz�g� koordin tarendszer-ben (x, y, z) ∈ R

3 koordin t kkal rendelkez� pontnak a p = xi+ yj + zk tiszt n k�pzeteskvaterni¢ felel meg. Ily m¢don i, j �s k rendre a koordin tarendszer h rom tengely�nvett egys�gvektoroknak felelnek meg. Ha m st nem mondunk, akkor a koordin tarend-szert £gy v lasztjuk, hogy jobbsodr s£ legyen, azaz egy jobbmenetes savart az i vektorir ny b¢l a j vektor ir ny ba forgatva, a k vektor ir ny ba haladjon. A tiszt n k�pze-tes kvaterni¢k �sszead sa megfelel a t�rbeli vektorok szok sos (paralelogramma-szab ly)�sszead s nak. A p = xi + yj + zk �s p′ = x′i + y′j + z′k tiszt n k�pzetes kvaterni-¢k szorzat nak val¢s r�sze −〈p, p′〉, ahol 〈p, p′〉 = xx′ + yy′ + zz′, k�pzetes r�sze pedig
p × p′ = (yz′ − zy′)i + (zx′ − xz′)j + (xy′ − x′y)k. A (p, p′) 7→ 〈p, p′〉 lek�pez�st bels�szorz snak vagy skal ris szorz snak nevezz�k (b r nem m�velet, de �kommutat¡v" �s�mindk�t oldalr¢l disztribut¡v az �sszead sra n�zve"). A (p, p′) 7→ p × p′ lek�pez�s nemkommutat¡v (hanem antikommutat¡v: p × p′ = −p′ × p) m�velet, amely mindk�t ol-dalr¢l disztribut¡v az �sszead sra n�zve, �s vektori lis szorz snak vagy k�ls� szorz snakszok s nevezni. Ha p′′ is egy tiszt n k�pzetes kvaterni¢, akkor, mint k�nnyen kisz mol-hat¢, p × (p′ × p′′) = 〈p, p′′〉p′ − 〈p, p′〉p′′. A vektori lis szorz s nem asszoiat¡v, p�ld ul
i × (i × j) = i × k = −j, m¡g (i × i)× j = 0. V�g�l a (p, p′, p′′) 7→ 〈p, p′ × p′′〉 lek�pez�stvegyes szorz snak szok s nevezni. A kvaterni¢kat a h romdimenzi¢s mozg sokkal val¢szoros kapsolatuk miatt felhaszn lj k robotok vez�rl�s�n�l.2.3.11. Kvaterni¢k abszol£t �rt�ke. Egy kvaterni¢ abszol£t �rt�ke a hossza(mint vektornak): ha p = a + bi + cj + dk, ahol a, b, c, d ∈ R, akkor legyen a p kvaterni¢abszol£t �rt�ke |p| = √

a2 + b2 + c2 + d2. (Ezzel a jel�l�ssel most is 1/p = (1/|p|2)p, ha0 6= p ∈ H.) A komplex sz mokra a szok sos abszol£t �rt�ket kapjuk vissza. Nyilv n
pp = |p|2, |0| = 0 �s p 6= 0 eset�n |p| > 0, |p| = |p|, |pq| = |p||q| (mert mindk�toldal n�gyzete ppqq), ∣

∣ℜ(p)∣∣ ≤ |p|, ∣

∣ℑ(p)∣∣ ≤ |p| �s |p| ≤
∣

∣ℜ(p)∣∣ + ∣

∣ℑ(p)∣∣. Teljes�l a
|p + q| ≤ |p| + |q| h romsz�g-egyenl�tlens�g �s a bel�le kaphat¢ ∣

∣|p| − |q|
∣

∣ ≤ |p − q|egyenl�tlens�g; mindkett� ugyan£gy kaphat¢, mint a komplex sz mokn l.2.3.12. A szorz sok geometriai jelent�se. Ha egy tiszt n k�pzetes kvaterni¢tval¢s sz mmal (skal rral) szorzunk, az a megfelel� vektor ny£jt s nak illetve �sszeh£z -s nak felel meg, negat¡v val¢s sz m eset�n pedig az ir ny¡t s is v ltozik. Az el�z� pont



2.3. Komplex sz mok 43szerint ha p �s p′ tiszt n k�pzetes kvaterni¢k, akkor(1) 〈p, p′〉2 + |p × p′|2 = |p|2|p′|2.Innen ∣

∣〈p, p′〉
∣

∣ ≤ |p||p′| �s |p × p′| ≤ |p||p′|.A skal ris szorzatra kapott formul b¢l, a skal ris szorzat egyenesen ar nyos phossz val is �s p′ hossz val is, ¡gy |p||p′|-vel. Vegy�k �szre, hogy mint k�nnyen kisz -molhat¢, |p + p′|2 − |p − p′|2 = 2〈p, p′〉, azaz a skal ris szorzat kifejezhet� hosszakkal.Innen k�vetkezik, hogy ha mindk�t vektort ugyanazzal a forgat ssal forgatjuk, akkor bel-s� szorzatuk nem v ltozik. Az ar nyoss gi t�nyez� meghat roz s hoz el�g teh t arra azesetre szor¡tkoznunk, amikor p = i �s p′ egy, az i �s j vektorok s¡kj ban l�v� 1 hossz£ vek-tor. (Az 1 hossz£ vektorokat egys�gvektoroknak nevezz�k.) Ekkor p′ = (osϕ)i+(sinϕ)jalakban ¡rhat¢, ahol ϕ a k�t vektor  ltal bez rt sz�g, a skal ris szorzat pedig osϕ, azar nyoss gi t�nyez�. Teh t  ltal ban 〈p, p′〉 = |p||p′| osϕ, ahol ϕ a k�t vektor  ltal be-z r sz�g. Ha p egys�gvektor �s p′ 6= 0, akkor 〈p, p′′〉 abszol£t �rt�ke a p′ vektor p ir ny£vet�let�nek hossza, el�jele pedig pozit¡v, ha a k�t vektor hegyessz�get z r be, negat¡v,ha a k�t vektor tompasz�get z r be, �s nulla, ha mer�legesek.Ebb�l az eredm�nyb�l (1) felhaszn l s val |p × p′| = |p||p′|| sinϕ|, a p �s p′  ltalkifesz¡tett paralelogramma ter�lete. Teh t ha p �s p′ p rhuzamosak, akkor vektori szor-zatuk nulla lesz. Egyszer� sz mol ssal ad¢dik, hogy 〈p, p × p′〉 = 0 �s 〈p′, p × p′〉 = 0,azaz p× p′ mer�leges a p �s p′ vektorokra. Az ir ny¡t s meghat roz s hoz vegy�k �szre,hogy ha a p vektort az i ir nyba, a p′ vektort pedig az i �s j  ltal adott s¡kba forgatjuk,de £gy, hogy m sodik koordin t ja ne legyen negat¡v, akkor vektori szorzatuk k ir ny£.Ez azt jelent, hogy p, p′ �s p × p′ jobb sodr s£ vektorrendszert alkotnak.V�g�l a vegyes szorzat geometriai jelent�se a p, p′ �s p′′ vektorok  ltal kifesz¡tettparalellepipedon el�jeles t�rfogata, hiszen ennek alapter�lete |p′ × p′′|, magass ga pedig
|p| osϕ, ahol ϕ a p �s p′ × p′′  ltal bez rt sz�g.2.3.13. Geometriai alkalmaz sok. A h romdimenzi¢s t�rben p0 �s p1  ltal meg-adott pontok t vols ga |p1 − p0|. Ha p0 6= p1, akkor a k�t ponton  tmen� egyenesnek a
v = p1−p0 vektor egy ir nyvektora; az egyenes b rmely p pontj ra p−p0 a v vektor egyskal rszorosa, azaz valamely t ∈ R-re p = p0 + tv. Ez az egyenes param�teres egyenlete.Ha p0, p1 �s p2 h rom pont, amelyek nem esnek egy egyenesbe, akkor a h rom ponton tmen� s¡k tetsz�leges p pontj hoz l�teznek olyan t1 �s t2 val¢s sz mok, amelyekkel a
p − p0 = v ir nyvektorra v = t1v1 + t2v2, ahol v1 illetve v2 a p1 − p0 illetve p2 − p0ir nyvektorok. Innen p = p0 + t1v1 + t2v2, ez a s¡k param�teres egyenlete. A koordin -t kat ki¡rva, ez h rom �sszef�gg�st jelent. Kett�b�l kifejezve a t1 �s t2 param�tereket,�s be¡rva a harmadikba, egy egyenletet kapunk, ez a s¡k egyenlete. Ugyanezt £gy ismegkaphatjuk, hogy v lasztunk egy, a v1-re �s a v2-re is mer�leges n norm lvektort, p�l-d ul v1 × v2-t, �s �szrevessz�k, hogy a v vektorokat az jellemzi, hogy mer�legesek n-re,azaz 〈p, n〉 = 〈p0, n〉. Hasonl¢ m¢don, a s¡k param�teres egyenlet�b�l k�t s¡k egyenlet�tkaphatjuk (az egyenes ezek metszete), ez az egyenes egyenletrendszere.A p pont �s a p0 ponton  tmen�, n norm lvektor£ s¡k t vols g t k�l�n�sen egy-szer� sz molni, ha n-et egys�gvektornak v lasztjuk, mivel ez a p − p0 vektor n ir ny£vet�let�nek hossza, azaz 〈p − p0, n〉 abszol£t �rt�ke. Egy p pont t vols g t a p0 ponton



44 2. Sz mok tmen�, v ir nyvektor£ egyenest�l ugyansak akkor a legegyszer�bb akkor sz molni, ha
v egys�gvektor: ez (p − p0) × v hossza. A p1 illetve p2 pontokon  tmen�, v1 illetve v2ir nyvektor£ egyenesek t vols ga, ha n egys�gvektor, amely mer�leges v1-re �s v2-re is,
〈p2−p1, n〉 abszol£t �rt�ke. Ezen k�t egyenes hajl ssz�ge a v1 �s v2 vektorok  ltal bez rtsz�g, amelynek koszinusza 〈v1, v2〉 abszol£t �rt�ke, ha v1 �s v2 egys�gvektorok. V�g�l a
v ir nyvektor£ egyenes �s az n norm lvektor£ s¡k hajl ssz�g�nek sz¡nusza, ha n �s v isegys�gvektor, 〈v, n〉 abszol£t �rt�ke.2.4. Polinomok2.4.1. Jel�l�s: K, K. A tov bbiakban gyakran egyszerre k¡v njuk t rgyalni aval¢s illetve a komplex esetet. Ilyenkor hasznos az a jel�l�s, hogy K vagy R-et vagy C-tjelenti, K pedig vagy R-t vagy C-t jelenti.2.4.2. Polinomok �s raion lis t�rtf�ggv�nyek. A K feletti konstans f�ggv�-nyekb�l �s az identikus f�ggv�nyb�l v�ges sok szorz s �s �sszead s seg¡ts�g�vel kaphat¢f�ggv�nyeket polinomf�ggv�nyeknek vagy r�viden sak polinomoknak, pontosabban Kfeletti polinomoknak nevezz�k. Nyilv n a polinomok x 7→ f(x) = ∑n

k=0 fkxk, x ∈ Kalak£ f�ggv�nyeket, ahol n ∈ N �s f0, f1, . . . , fn ∈ K. Az �res szorzatot egynek, az �res�sszeget null nak tekintj�k, ¡gy x0 = 1, az azonosan nulla polinom pedig �res �sszegk�ntis ¡rhat¢. A binomi lis t�tel szerint, ak rmilyen c ∈ K-ra, x 7→ ∑n

k=0 ak(x − c)k is poli-nom. Ha valamely c ∈ K-ra f(c) = 0, akkor azt mondjuk, hogy c az f polinom gy�ke.Azokat a f�ggv�nyeket, amelyek el� llnak x 7→ f(x)/g(x) alakban, ahol f, g polinomok,raion lis t�rtf�ggv�nyeknek nevezz�k; ez a f�ggv�ny a g gy�keiben nins �rtelmezve.2.4.3. A marad�kos oszt s t�tele polinomokra. Legyenek
f(x) = f0 + f1x+ · · ·+ fmxm �s g(x) = g0 + g1x + · · ·+ gnxnpolinomok K felett, n ≥ 0 �s gn 6= 0. Ekkor l�teznek olyan q �s r polinomok, hogy

f(x) = q(x)g(x) + r(x) minden x ∈ K-ra, tov bb  ha m < n, akkor q az �res �sszeg,egy�bk�nt q(x) = q0+q1x+· · ·+qm−n, qm−n = fm/gn �s r(x) = r0+r1x+· · ·+rn−1xn−1.Figyelj�k meg, hogy a bizony¡t s algoritmust ad a marad�kos oszt s elv�gz�s�re.Bizony¡t s. Az m szerinti induki¢val bizony¡tunk. Ha m < n, akkor legyen q az�res �sszeg �s rj = fj , ha 0 ≤ j ≤ m �s rj = 0, ha m < j < n. Induki¢val, tegy�k fel,hogy m − 1-re igaz az  ll¡t s. Legyen qm−n = fm/gn, �s legyen f∗

j = fj − qm−ngj−m+n,ha j = m − n, m − n + 1, . . . , m �s legyen f∗

j = fj, ha j = 0, 1, . . . , m − n − 1. Ekkor
f∗(x) = f∗0 + f∗1x + · · · + f∗

m−1xm−1, ¡gy az induki¢s feltev�s szerint l�teznek olyan
q0, q1, . . . , qm−n−1 �s r0, r1, . . . , rn−1 sz mok, hogy

f∗(x) = g(x)(m−n−1
∑

j=0 qjx
j

) + n−1
∑

j=0 rjx
j .Mindk�t oldalhoz hozz adva g(x)qm−nxm−n-et, kapjuk az  ll¡t st. �


